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Bet Theoretische Analyse des Tonspektrums 
der mit einem nachgiebigen Hammer angeschlagenen Saite”) 


“r 
< 


Von H. AHuBE sun a” 


i 


0 _ Nach einer bekannten Integraldarstellung werden die Amplituden der durch den Anschlag erzwungenen 
 Saiten-Partialschwingungen berechnet. Unter dem Integral tritt die vom Hammer auf die Saite ausgeübte 
Druckkraft auf. Sie ist, wenn man von Plausibilitätsannahmen absieht, nicht unmittelbar gegeben, sondern 
findet sich als Lösung einer Volterraschen Integralgleichung zweiter Art vom Faltungstypus. Für diese 
Lösung wird ein Näherungsverfahren und im linearen Falle auch eine strenge Darstellung angegeben. 


A well-known integral representation is used to compute the amplitudes of the partial vibrations of a 
percussed chord. The integral contains the force excerted by the hummer on the chord. Discounting more or 
less plausible assumptions, this force is not directly known but has to be found as a solution of a Volterra 
integral equation of the second kind. For the linear case an exact solution, and for the general case a method of 
approximation is given. : 


IIpu moMoINMH H3BeCTHOTO UHTETPAABHOTO MPeNCTaBJIeHUA BbIYUCHATCA AMINIMTYNBI BbI3- 
BAHHbIX YNAPOM BbIHY>KICHHBIX YACTHYHBIX Kole0aHmü CTPyHbI. B HOAHHTETPanbHOE BbIpa- 
SREHHe BXONUT CHA MABJIeHUA, MefictTBylolmar IIPu yNape MoOJIOTKka HA CTPyHy. 9Ta cua, 
eCJIH OTBJIEYbCH OT IPABOLONOÖHEIX IIPENIIOJIOSKEHMÄ, HEIOCPEICTBEHHO HE NAHA, A HOIyyUaeTca 
KaK PelleHNe HeKOTOPOTO UHTETPAIBHOTO ypaBHeHnA BonbTeppa BTOPoro pona. „lm OTBICKa- 
HHA ITOTO pelleHNA MNAeTCcA NPHONMSKEHHBIH MEeTON, A B CAIy4ae JIHHeÄÜHOTO YPABHEeHHA TOYHOE 
IIpecTaBJIeHne. j 


1. Einleitung 


Eine Zusammenstellung der benutzten Literatur befindet sich am Ende der Arbeit. Hin- 
- weise auf die dort angeführten Schriften sind in eckiger Klammer gegeben. 

{ Die vorliegende Arbeit knüpft an die Abhandlung [12] an. Dort wurde das Geschehen 
während des Anschlagvorganges untersucht, hier fragen wir: Wie verhält sich eine eingespannte 
Saite nach dem Anschlag mit einem nachgiebigen Hammer? 

Die Hauptgleichung des Anschlagvorganges, eine nicht notwendig lineare VOLTERRAsche 
Integralgleichung zweiter Art, wird kurz hergeleitet (Abschn. 2). Die Lösung der Hauptgleichung 
wird 
a) durch ein rekursives Näherungsverfahren im nicht notwendig linearen Fall (Abschn. 3), 
b) in geschlossener Form im linearen Fall (Abschn. 5) 
gegeben. Die geschlossene Form der Lösung eignet sich wenig zur numerischen Rechnung. 
trägt aber zur Klärung des Konvergenzverhaltens des Rekursionsverfahrens (Abschn. 6) bei, 
Die Berechnung der Partialschwingungs-Amplituden der Saite nach dem Anschlag (Abschn. 7) 
beschließt den theoretischen Teil der Arbeit. Die Darstellung, die ohne spezielle Hypothesen 
über den zeitlichen Verlauf der Anschlags-Einzelkraft auskommt, schließt eine in der Einleitung 
zu Abhandlung [12] erwähnte Lücke in der akustischen Literatur. Die numerische Rechnung 
(Abschn. 8) konnte dank der Benutzung einer elektronischen Rechenanlage vollständig durch- 
geführt werden). 

Da nach [12] die Rotationsträgheit der Saitenelemente bei Klaviersaiten der üblichen 
Abmessungen keinen Einfluß auf den Anschlagvorgang hat, beschränken wir uns hier auf die 
Untersuchung ideal schlanker Saiten, indem wir die Rotationsträgheit gleich Null setzen. 


a ul an udn 


Te Pte = N 


Ve PR EN 


. *) Auszug aus der Dissertation des Verfassers, Darmstadt 1958, Referent: Prof. Dr.-Ing. K. MARGUERRE, 
-  Korreferent: Prof. Dr.-Ing. J. DöRR, Univ. Saarbrücken. 
1) Ich habe Herrn Prof. Dr. A. WALTHER dafür zu danken, daß ich in seinem Institut die Rechen- 


anlage IBM 650 der Deutschen Forschungsgemeinschaft benutzen durfte. 
20 


290 H. Aue, Theoretische Analyse des Tonspektrums... 


Wie die Nachgiebigkeit der Saitenbefestigung den Anschlagvorgang beeinflußt, ist theo- 
retisch ungeklärt. Beschränkt man sich hingegen auf den Sonderfall?), daß die der Anschlag- 
stelle nähere Saitenbefestigung starr, die andere wenig nachgiebig ist, so kann man diese Nach- 
giebigkeit in erster Näherung in die Rechnung einbeziehen, indem man die Saite durch eine 
um ein passendes Stück verlängerte Saite ersetzt denkt?). Es zeigt sich dabei, daß die Nach- 
giebigkeit der Saitenbefestigung in dem vom Klavierbauer verwirklichten Fall den Anschlag- 
vorgang nur unwesentlich beeinflußt. Daher wird die Saitenbefestigung — vom Anhang ab- 
gesehen — als unnachgiebig vorausgesetzt. 

Der Hammer wird durch einen druckelastischen Massenpunkt, die Saite durch ein gleich- 
mäßig mit Masse?) belegtes zugelastisches Linienstück mit festen Enden idealisiert. Der Hammer 
trifft senkrecht auf die Saite, deren Auslenkungen klein, eben und ungedämpft sind. 

Der numerischen Untersuchung legen wir sechs physikalische Parameter zugrunde: Die 
Art und Weise des Anschlages wird durch die Geschwindigkeit v,, mit der der Hammer auf 
die Saite trifft, und durch die relative Anschlagstelle s festgelegt. Zur Kennzeichnung des 
Hammers dienen die Hammermasse m und die Hammer-Nachgiebigkeit h, zur Kennzeichnung 
der Saite die Saitenmasse m’ und die Schwingungszahl », des Saitengrundtones. In Abhängigkeit 
von diesem Parametersystem werden gesucht: Der zeitliche Verlauf der Druckkraft P(f), die 
der Hammer während des Anschlages auf die Saite ausübt, sowie die Amplituden a, (A = 1,2, 3,..) 
der Saitenpartialschwingungen, die als Folge des Anschlages auftreten. Für diese ergibt sich?) 


2 sin (Ars)| ar 
— rel a® REN IT al a 
. ayeS 4 L ” ( ) 


mit 
{B 
sin 
= r e— I RAR 
| PO" [ko — N] @) 
sin, cos N 
wobei er 
48 n VE En a nn 


die Kreisfrequenz der A-ten Saitenpartialschwingung ist. Es bedeuten o die Saitendichte (Saiten- 
masse je Längeneinheit) und S$ die Saitenspannung. Die relative Anschlagstelle s bezeichnet 
das Verhältnis des Saitenabschnittes zwischen Anschlagstelle und näherem Saitenende zur ganzen 
Saitenlänge, die wir ! nennen. Demgemäß ist s= 0 die untere und s = 1/2 die obere Grenze 
der Menge der definierten s-Werte. Der Anschlag beginnt zur Zeit {= 0 und endet zur Zeit 
t= 1, (tz = Berührungsdauer). 

Die Berechnung der Amplituden a, nach (1) und (2) setzt also die Kenntnis des zeitlichen 
Verlaufes der Druckkraft P(t) voraus. Ihn zu bestimmen dienen die Abschnitte 2 bis 6%). 


2. Hauptgleichung des Anschlagvorganges 


Bezeichnet & das Verhältnis eines beliebigen Saitenabschnittes, dessen einer Endpunkt 
mit dem der Anschlagstelle näheren Saitenende zusammenfällt, zur ganzen Saitenlänge, so ist 
die Saitenauslenkung n „an der Stelle &* (0 <S&<1) zur Zeit 2 (£> 0) 


t 
2 aller I IE 
n(&D) = m: . 2 z sin (Ans)sin(And). | P(t,) sin [ky(t — t,)] dt, (" — er V2) (3) 


°) Er ist nach experimentellen Untersuchungen von H. Ansc#ürz, [11], im normalen Klavier etwa 
verwirklicht. 


®) Diese Bemerkung verdanke ich Herrn Prof. Dr.-Ing. J. Dörr. Sie wird im Anhang erläutert. 


*) Bei der mit Masse bezeichneten Eigenschaft der Saitenteilchen wird nur die Trägheit, nicht die 
Schwere beachtet. 


....°) Zur Herleitung dieser wohl schon HrLmHortz bekannten Ergebnisse gehe man von der inhomogenen 
Saitenschwingungsgleichung aus. Als ‚„‚Störungsfunktion‘‘ wähle man die FOURIER-Entwicklung einer Einzel- 
last. Setzt man die Saitenauslenkung durch eine gleichmäßig konvergente FourIER-Reihe mit zeitabhängigen 
Koeffizienten an, so folgen (1) und (2) ohne weiteres aus der Analysis. 

; °) Die durch (1) und (2) gegebene Aufgabe der Amplitudenberechnung ist in der theoretischen Akustik 
nicht neu. Zu Zeiten von HELMHOLTZ begnügte man sich wohl mit Lösungen, die sich auf einen Näherungs- 
ansatz etwa der Form P(t) = Paz sin (x t/t5) gründen, in dem die maximale Druckkraft Pax und die Be- 
rührungsdauer tz unbestimmt bleiben. Wie wir später (Bild l) sehen, stellt ein solcher Ansatz für den ge- 
nügend nahe an einem Saitenende erfolgenden Anschlag eine gute Näherung dar. 
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und speziell an der Anschlagstelle &=s (0 <s<1/2) _ 


VE >, sin? (Ans): j Pdt,) sin [k,(t — t,)] dt, (u = z ’ (4)?). 


n(s) = 
IT 


Da n(s, i) nicht unmittelbar gegeben ist, reicht (4) zur Berechuung der Druckkraft P(t) 
nicht aus. Eine von (4) unabhängige „Bindungsgleichung‘“ zwischen 7(s, f) und P erhält man, 
wenn zwischen P und z, der Eindringungstiefe der Saite in den nachgiebigen Hammer, eine 
Beziehung etwa äuf Grund statischer Messungen vorliegt. Denn zwischen z und n besteht die 
Gleichung 


EC TE (2), 
in der u(f) den vom Berührungsbeginn an durchlaufenen Weg des Hammers, kurz Hammerweg 


genannt, darstellt. Ist m die Hammermasse und v, die Geschwindigkeit, mit der der Hammer 
die Saite zur Zeit {= 0 trifft, so betragen zur Zeit t die Hammergeschwindigkeit 


= 0 | PO dh N ie ee Dr 
0 


und der Hammerweg 
t 


= | PO Inch a Ve 


0 


Setzen wir (7) und (4) in (5) ein, so erhalten wir nach einfacher Umformung für P(t) die VoL- 
TERRASche Integralgleichung zweiter Art 


t 
z(P(t)) HlRuni: DIE OLD a a ae (8) 
mit dem Kern?) 
1 2 © 1 An]/S 
Kt—t}=—- (t—h) + —= — sin? (Ar s) sin [Ku (E —t (m & 9). 
= dh ee (Am s) sin [ud —h)] le 
(8) ist die Hauptgleichung des Anschlagvorganges; sie ist nichtlinear, es sei denn, daß man die 
(empirische) Funktion z(P) in P linearisiert. 
3. Rekursionsverfahren zur Lösung der Hauptgleichung auch im nichtlinearen Fall 
Wie in [12] zerlegen wir die Grundschwingungsdauer 7, der freischwingenden Saite, die 


27 eo 
=——2 Tr ala ee 
er ı/ . (10) 
beträgt, in eine genügend große fest gewählte Anzahl « kleiner Zeitintervalle 7, setzen also an 
Te =(AT a eo an ee A = Fon (11). 


Der Zeitkoordinate i legen wir nur solche Werte bei, die Vielfache des durch (11) erklärten Zeit- 
intervalles 7 sind, nämlich 


t=nt=—T, I OR, ee ae A ae (12) 


_ Denken wir die unbekannte Druckkraft P(t) in jedem Zeitintervallz konstant gehalten, und 


führen wir mit 
1 
P,-e=7z(P,ıt+ P) (el, 5) En a er Fr (13) 


das arithmetische Mittel der Druckkräfte an den Enden des »-ten Zeitintervalles ein, so kann 
die Saitenauslenkung n(s, f£) nach (4) genähert durch 


vT 


9 23 1 ‘ n j 
(5) = > sin? (Ars)- >, Dre | sin [ku (nr — t,)] dt, 
= ayeSs & 4 vi 


W—1)t 


?) (3) und (4) ergeben sich bei Vernachlässigung der Rotationsträgheit (o = 0) aus den Gleichungen (14) 
bzw. (15) in [12]. Es ; 
8) Setzt man in Gleichung (19) der Abhandlung [12] o = 0, so geht sie in die obenstehende Glei- 


chung (9) über. SBr 
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und nach Ausführung der Integration bei Beachtung von (2a) durch 
Nn(s) = en Be 2 sin: (As): I, Pr—12{c0s [k(n —») T] — eos [ka —v + rl} (14) 
i=1 = 


dargestellt werden. 
Im nächsten Abschnitt wird die Hilfsfunktion 


S(s,u) = 43 Sin? (As) cos (ka a) (0s>=3: n=l2...). . (15) 
i=1 3 & 
in geschlossener Form angegeben. Mit (15) schreibt sich (14) übersichtlicher 
2 X < = | 
nn(5) =D P, pn Se, nV rn HD Er a6). 4 
vl ‘ 
Setzen wir weiter x 


Au = = 86, — 56, u+ D) v=D1L2..3 20.0.2 


so erhalten wir, wie im nächsten Abschnitt ersichtlich ist, in A, „+ 172 einen bezüglich der Grund- 
schwingungsdauer 7, in u periodischen, stückweise konstanten Faktor. (17) ermöglicht, (16) 
auf die einfachere Form 


l n 
ml) = 25 2 Anars un Pı-ın (n =4,3,.322,0% 0 


zu bringen. Das bedeutet: Die Saitenauslenkung n,(s) ist einer bestimmten Linearkombination 
der Druckkraft-Mittelwerte P,_ı, der n vorausgegangenen Zeitintervalle proportional, in der 
die dimensionslosen Koeffizienten A, „—,+ 172 wesentlich von der Anschlagstelle s abhängen. 

Bezeichnen wir Hammergeschwindigkeit und Hammerweg mit ü, und ı„, sofern die Inte- 
grale in (6) und (7) — wie oben — unter Benutzung von (12) und (13) durch n-gliedrige Summen 
ersetzt werden, so ergibt sich 


n 
T 
u =D.) — an =: P,-ı en re ee a N (19) 
und 
yes 1 
u=ly Nnr—— (ar + 3 P,-ır (20) 
v1 
Bequemer sind die Rekursionsformeln 
\ i T 5 
Un Un 7 - Pa—ıR (n. = 1, 3,.3,...5 Bm Sr ee 
und 
PR 2 
„we Wm-ı+ 7 &ün-ı +1,)7T nel) Far 


die mit (19) und (20) in Einklang stehen?). 

Wir berechnen den Anschlagvorgang, indem wir die fünf Größen U,, Un, Nn Zn, P„ in dieser. 
Reihenfolge zunächst für n=1, dann fürn =2,3,... successive annähern. Dazu benutzen 
wir neben (18), (21) und (22) die (5) entsprechende Beziehung 7, = u, — 7, ferner P, = P(z,), 
wofür ein die Nachgiebigkeit des Hammers beschreibendes (nicht notwendig lineares) Ein- 
dringungsgesetz einzusetzen ist. Es gilt noch, den Annäherungsprozeß innerhalb des n-ten 
Schrittes zu fixieren. Wir bezeichnen die Näherungsordnung einer Größe durch eine in Klammern 
übergesetzte Nummer; übergesetzter Zirkumflex bedeute daneben die höchste bei der Berech- 
nung einer Größe gebrauchte Näherungsordnung. Mit den Festsetzungen 


n 0 (k=0), 
Pı+ir=73 - i72 
are Kran 
(r-+1) Yulz (r) 
Prsın= 4 (Pr + Pas) k= 013 era nt 
= 1 R 
Pr4ıp= 5 (Pr + Pı4ı) (0, 1a 


°) Wegen des Nachweises vgl. man [12], Text und Gleichungskette nach (35). 


Di an Di 4 1 a a aa 
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definieren wir 


(n) z T (r) & 
in = in — — Pa-ıR er u werd. ee (24), 


= 1 [- er) a 
ent +): (M=1,2,32.285 n=b; n=0) 


; I = m (r) ES x 
Me > (As,n—» +12 Pr—ı12) + As, 172 ee Zen) (nl, 2,3,20° 37.265 


(r) (r) (r) 


z—U-—N, I HS A TE a A (27), 
(r) (r) 
P, = P(?,) EEE IE A A (28). 


Von den in das Rechenverfahren eingehenden freien Parametern drücken wir r und 1/S 
auch durch andere Größen aus. Wenn », die Schwingungszahl des Grundtones der anzuschla- 
genden Saite bezeichnet, ergibt sich aus (11) wegen T, = 1/v, 


1 
rT= 73 ae: een ee ee ee (29). 
Da sich die Saitenspannung S wegen (2a) aus 
ER E Sr (30) 
In Er 
zuS=4ol:»i errechnet, erhält man nach Einführung der Saitenmasse m’ = o1 
ee er 
— amR VE I (31) 


4. Mathematischer Nachtrag 
Die durch (15) eingeführte Hilfsfunktion soll in geschlossener Form dargestellt werden. 


Wir formen zunächst das cos-Argument k, u um: Nach (11) und wegen T; = E gilt mit (2a) 
1 
ea (32). 


Setzen wir vorübergehend I x, so ist nach (15) und (32) die geschlossene Darstellung einer 
Funktion 3 


f(x) = ar sin? (Ans) cos (2A &) ( Ss<S 3) Er (33) 
gesucht. Wir zeigen: 
h 2—Ss+XT Vers) 
d-—7 52 Bere ne (34). 
2 —s—c+1 (1—s<rsI) 


Zum Beweise entwickeln wir. die Funktion f(x) aus (34) in die Fourrer-Reihe % c, - cos 2A). 
Für die FourIER-Koeffizienten c, errechnet man = 


G=2 ie) cos (2A) dx 
0 
= (—.n?) } (2 —s + x) cos(2Arıx) dx +f® cos(2Anr)de+ f (2 —s—x + 1)cos(2Ara) 2 
0 8 1—8 


1 Rei 
er + cos (2A s) + cos [2Ar (1 — s)]} = zsin® (Ans). 


Wegen der Periodizitätseigenschaft cos (2Arx) = cos [2Ar (e — p)] (p ganz) darf man in (33) 
und mithin auch in (34) auf der rechten Seite x durch x — p ersetzen. Für die Hilfsfunktion 
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(15) besteht daher bei Benutzung von (32) sowie mit 0 <s= 1/2 und p> 0, ganz, die geschlos- 
sene Darstellung 


2e—s+2—p (ps& =sp+>) 
S6.W=-—%- 32 (p+»s4 sp+1-3) Ze 5: 


s—s—E+p+l p+1-+s& = p+i) 


Nunmehr kann der durch (17) definierte Faktor A, „+17 mit Hilfe von (35) ebenfalls ge- 
schlossen dargestellt werden. Dabei unterscheiden wir die folgenden Fälle: 


nS—l 
Ayusıp = 0 uB=P%...,p+Da—1' (p>0, ganz)... . (86). 
1 
BE 
a) «ss nicht ganzzahlig, i=2[es[|= es | 
1 BP=P%...,pao+l[laslı—1 i 
— [as] +os u=po»+ [es] / 
2 a 0 u=pa+las)+1l,...,(p+1)a—[as]—2 (p>0, ganz) (37), | 
[#s]—as „u=P+Da—[esl—1 u 
—1 u=ep+VD)o—l[es),...,Pp+Doa—1 
b) &s ganzzahlig, era 
1 K=P%...,patoas—l1 
Aysım = 0 u„=pa+0os...,p+D)a—as—1 (p>0, ganz) (38). 
—1 u=P+V)a—as...,(p+1)a—1 
1 
III. Bei: 


a) &/2 nicht ganzzahlig, x > 3 


2 
Fr 0 2 1 1 
12%, u +12 = Ar Pt 7, (pZ0, ganz) (39), 
1 1 
1 = [ptg)etg..,@+Da-1 


b) a/2 ganzzahlig, x > 2 


1 = 
1 Er ES, Rs a—1 
A1l,u +12 = 


1 (p = 0, ganz) (40). 
—1 - (Pt 3)», @+Da-1 


5. Strenge Lösung der linearisierten Hauptgleichung mit Hilfe der Laplace-Transformation %) 


Da die Kern-Variablen der Hauptgleichung (8) nach (9) i \ 
e Ke pt R nur in Form der Differenz t — 
auftreten, liegt in (8) eine Integralgleichung vom Faltungstypus vor!2), deren Inearielert Form 
mit Hilfe der LArLacr-Transformation eine geschlossene Lösung zuläßt. | 


10) [& s] = größte ganze Zahl < as. 


11) Für die Anregung dazu habe ich Herrn Prof. Dr.-I Ö 
) FE . Dr.-Ing. J. Dö 
12) Man vgl. etwa G. DortscH, Hdb. d. Taplace Tran ren 


aa a a 
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Wir linearisieren daher das (empirische) Gesetz über die Eindringung der Saite in den 
nachgiebigen Hammer durch den Ansatz 

ZPy=hrp (NV konstant) acarı: Nee (41), 


wobei h die Hammer-Nachgiebigkeit kennzeichnet, und schreiben damit die Hauptgleichung (8) 
t 


1 
P) + -- | Kir hialPlhrdie nL Se (42). 
0 
Dem Kern (9) geben wir, indem wir unter Beachtung von (2a) und (10) 
2 
De _— WEBER) m Det e (43) 


setzen, die Form 


Ku) u) I Ba 52 Dr sin? (vs) sin E5 
Da 


| ( == 2 (44). 


= „IE @<=<r49 
Du (rs) sin (2vrX) = 7 0 (p+s<re<p+1-—s (p>0, ganz) (45) 
—1 (p+t1—s<re<p+]) 


ist22), ergibt sich für den Kern K{t —t,} die geschlossene Darstellung 


1 pw<ti—-h<(p+s)w 
u. cu, 0 Prsw<t—th<(p+1—s)w (p>0, ganz) (46). 
NA ende 
Wir wenden auf (42) die LarLAcz-Transformation an!®) und erhalten 


oo oo 


t © 
| et Pit) di + | e-.! - | K{t —t,} P(t,) dt, | dt = j et. ra (Re) > 0). 
0 0) 0 


1) 


Formt man das mittlere Glied um in 


oo oo 


ji et. Kb) P(t,) di dt, = a . Ku) du- I P(t) dt, 
0 0 


0 


mit der Substitution u =t—.t, so erkennt man, daß für die LApLAcz-Transformierten 


oo oo oo 


P*(x) = / et Pit) dt, ot n| e-zu K(u) du, F*(x) = | ee rat (47) 


die Gleichung 
P*(x) + K*(@) : P*@&) = F*(a) 
besteht, der 


18) Denn: Setzt man etwa 


0 <2<1—B, 


Io-sin@raa)=-- 
1 (1—s<x<]) 


v=1 


| 1 (<z<o) 


so hat man als FOURIER-K effizienten 


1: 
le: in @raaae+ ( (7) in ranau|- zantenn. 


1-8 
Damit wird (45), beachtet man sin (2vnx) = sin [2vn (ce — p)](p 20, ganz), bestätigt. 
14) Man vgl. z. B. W. SCHMEIDLER, Integralgin. in Phys. und Techn., $ 16, S. 249/250. 


ef 
ne u 


als Lösung der Hauptgleichung. WA! 


- 


Tre ea Pr ae 
- 


KR 
Um eine explizite Darstellung für P(f) zu ana ms | 
den Larzaos-Transformierten K*(x) und Ir) aus (47) ei 


F*(x) = ie; Pa en 


ae 


ip & j 
va. = 2. 


En 


und, wenn man nach (46) K(u) = — Pa + Tu) setzt und ‚die Periodiziät ch 
= T(u — p w) beachtet, fi u. 


Kt. [er (kurr)au ee 
60 


oo P+Dw 
-ı di re 2 | e”".T(u— pw) du. 
p=0 


Führt man in dem zweiten Integral die ae v=u—pw ein, so erhält man 


#1 1 > 
* N ee z(o+puw).. dv. 
Darin ist 
x ww 
y fert#9.Tob= = eIPw. as To) dd 
p=00 
mit y 
S 1 
Dieses -II:5 16) 
p=0 
und 
w sw 1 w 1 
22.10), 00 =} eV dv + u a dv 
NEED Pre ars) 
0 0 1 a—s)w 
1 
= u ll — erw grau + e-Tu), 
SITE ( ) 
Daher ergibt sich 
1 1 1 1 1 


K%o) = + m (i — eur e-u(l—s) + er) 


mh ® Ahves Lılreg" in: 
Setzt man (48) mit (50) und (51) in (49) ein, so erhält man die Lösung der Integralgleichung (42) 

nach Erweitern des Integranden mit x? in der expliziten Integralform 

nis 
Do “d 

— — en (52). 
2rih 2 - „en h a (1— e-zws —_ e-zwi—e 1 eu) 4 —_ 1 
2hyes I—e =" mh | 


Pl) = 


oa ee ee 


n—io 


Um zu praktisch brauchbaren Lösungen zu gelangen, formen wir den Integranden in 
(52) um. Es ist 


u: (1 — erzws —_ e-zuli—e 1 e-20) -1— EI + ee — de-ru 
— erw f 


1-e 


15) Man vgl. etwa W. SCHMEIDLER, a. a. O., $9, S. 116. Ausführlicheres steht bei G. Dorrtsc 
4. Kap., $4, S. 212, insbes. Satz 3. f ; be 


") Mit 2=n-+iw ist wegen der Voraussetzung Re(«)=n>0 | = je” ® Team =e0<], 


oo 
so daß 3 eT?P% konvergiert. 
p=0 
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Daher schreibt sich der Nenner des Integranden mit 


x 1 
Rt ——Ht— 2.2... 53 
= anyos mi (63) 
auch in der Form 
Tr etTws + e wil—s) __9I e-zw 
x) - 21 — RE 3 
se | 2hyes g(2) - (1 — e=*%) 


Wählt man n > 0 genügend groß, so ist die Entwicklung des Integranden in die Reihe 
Be = /X (E27 + e wil—3) __2 em) v 
1a) = 2hyoSg@) (1 — e-*%) 


auf dem Integrationsweg Re(x) = n gleichmäßig konvergent!?). Dann ist gliedweise Integration 
zulässig und führt zu 


n+ioo n-+ioo 


D ei= x et—ws)z er elt—wi1—s))z _9 el—w)z 
Do se, Er 
N gzin | ot] anyos Fa) de) iz 
n—ioo .n—ioo 
ee 2 (—2 ws) 
—2zws)T ... 
Er = = ET EU STE . (54). 


ARoS ga) (1 — e-=w)2 


n—io 


Aus der Darstellung (54) der Lösung in entwickelter Integralform kann man intervallweise 
gültige Lösungen entnehmen, wozu das folgende als Beispiel diene. 


Für das Intervall O << ws besteht die Lösung nur aus dem Gliede 


n+i0 
Dy 02 
me .0ın en RER) EA 55). 
en IR dx 0<t<ws) (55) 
n—io 


Die folgenden Glieder der Entwicklung (54) verschwinden, da nach Voraussetzung —- ws <.0 
und daher wegen 0 <s << 1/2 auch alle weiteren Faktoren bei x in den Exponenten der Zähler 
negativ ausfallen'®). 


Für das Intervallws<t<mw- Min (2s,1—s) lautet die Lösung 


VER SH2 
n+io : n+ioo 
v u v x 

Pt) = en dt E u. et—u9)z dr 
NT gzin FI Arih2yoS | PR) ER ao, 

n— 300 n—ioo 

ne Min er] 

0<s<1/2 


Die auftretenden Integrale können mit Hilfe elementarer Funktionen ausgedrückt werden. 
Sindz=a und x = b die Nullstellen von q(x) — man vgl. (53) —, so läßt der Integrand in 
(55) wegen 

NE ee) ee Tl 


die Partialbruch-Darstellung 


ee 1 1 
b 
etz ee zn) er 
— wre A Del) 


aa) ei 
Me a)? 


17) In der rechten Halbebene, d.h. für x-Werte mit Re(x) > 0 gibt es keine singulären Stellen; denn 


q(x) hat nur positive Koeffizienten, und 1 — e *® verschwindet nur für x = — 2 kni/w (k ganz). 
n+10 
18) In der Umkehrformel 3 — . e!® . f(x) de = y(t) der einseitigen LarLAck-Transformation 
oo n—io 


e*! y(t) dt = f(x) ist y(t) = 0 zu setzen für ?< 0. Man vgl. hierzu die unter 15) angeführten Literaturstellen. 


So 
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zu. Der Integrand des zweiten Integrales in (56) erlaubt die Partialbruch-Darstellung 


—ws)z — —b 
m (ers ae er N 
BE a NE (59). 
2@) —ws)® . 1b —=b 
re 
Die Integrale in (55) und (56) sind nun ohne weiteres nach dem Residuensatz auszuwerten ??). 
Wegen (58) ergibt sich aus (55) 
Pt) = Pıft) A er —  NX00) 
mit 
a b 
na ee‘) (a+ b) 


Pı() = 2 NE (61). 
= tet (a=b) 


Darin ist nach (53) und (57) 
1 


ni we EEE 


Sa Br er 1 1 Aa 
Ihzs ( YA) 
| (A=1—16hSelm)\ ..... (62). 
ER WIR SE; i 
4hyoS v4) i 
Entsprechend ergibt sich wegen (59) aus (56) 
Pl) = Pı(l) + Put) (ws<t<w: Min 281-9) rer 
0sss1j2 


mit Pı(t) nach (61) und 
Sen rbNe, Isa + “se N) ed + ( = ee) e| (a+b) 


h2 Yo S (a — b)? a+b 
Pt) en 2 VeS (a ) 7 (64), 
Do au 
Fe da— ah 
2 h2ygS ( i o)“ ir 
wobei zur Abkürzung _ 
te few N TE EN (65) 


gesetzt ist. Lösungen für weitere Intervalle sind aus (54) ohne Schwierigkeit, wenn auch nicht 
ohne Mühe, herzuleiten. 


Die Gültigkeit der Darstellungen (60) und (63) auf je ein offenes Intervall zu beschränken 
ist nötig, weil P(t) keine durchweg analytische Funktion ist. Während nämlich nach (61), (62) 
und (64) im Falle des gemäß (41) nachgiebigen Hammers erst die zweite Ableitung, P’(f), Sprung- 
stellen an den Intervallenden aufweist?®), ist im Falle des starren Hammers (k— 0 und damit 
b— — oo) bereits die Funktion P(t) selbst an den Intervallenden unstetig®). 

Physikalisch betrachtet stellt (60) den Verlauf der Kraft, mit der der Hammer auf die 
Saite drückt, vom Anschlagbeginn an dar, solange die vom näheren Saitenende zu reflektierende 
Störungswelle noch nicht zur Anschlagstelle zurückgekehrt ist. (63) gibt demgegenüber den 
Druckkraftverlauf für die Zeitspanne an, nachdem die vom näheren Saitenende reflektierte 
Störungswelle das erste Mal und solange weder diese zum zweiten Male, noch die vom entfern- 
teren Saitenende reflektierte Welle erstmalig die Anschlagstelle erreicht haben. 


Wie ein Vergleich mit der Saitenanschlag-Theorie von P. Das?) zeigt, sind die Ergebnisse 
seiner und der Theorie dieses Kapitels, wenn auch auf durchaus verschiedenen Wegen gewonnen, 
inhaltlich gleichwertig. Allerdings beschränkt sich P. Das bei der Entwicklung der Theorie 
zunächst auf den Fall, daß die vom entfernteren Saitenende reflektierte Welle erst nach Ab- 
lauf der Berührungsdauer zur Anschlagstelle zurückkehrt, dann unter gewissen Vernachlässi- 
gungen darauf, daß die vom entfernteren Saitenende reflektierte Welle nicht öfter als einmal 


19) Das ist in allgemeinerer Form geschehen bei G. DorTscH, a. a. O., 7. Kap., 83, 8. 272. 
20) Z7.B. ist P''( 


en 1 Et. für er 8 ß 
2 h2 YoS RU; 

1) Dazu vgl. man °5), insbesondere für t — 0. 

2) Man vgl. P. Das, [4]. 


APRES I 


dargelegten The N 


Mög 
_ kursionsverfahren unabhängige Rechenkontrollen zu beschaffen). rE 


E- en 6. Konvergenzverhalten des Rekursionsverfahrens 


ga Entwickeln wir P(f) gemäß (60) und (61) im Intervall0O << ws nach t, indem wir A zu 
und A>0 voraussetzen®), so ergibt sich a 


= Enke D 1 a | | 
B PO = lt zart geta mer (0<t<ws) 
und mit (62) | .- 
we v 1 1-4hSo/m | N 
Er 3 Pi) = —t 1— ——! Denen 2 DR, Ich 
ar ra 0<t<w) .. (6). ne 
Br gen über die Art der Konvergenz des Rekursionsverfahrens sind zu erwarten, sobald De 
(r 
 wirauch P,fürn=1,2,3,... nach dem Formelsatz (23) bis (28) nach Potenzen von nr ent- ? 
wickeln. Beachten wir, daß in (26) - Bi: 
- i l RT 2 
ee hu re RE IR 
gesetzt werden kann, und ersetzen wir (28) durch R 
E) ie: ’ 
Den I REN, = 
4 
so ergibt sich die gesuchte Entwicklung. Für n = 1 erhält man als Größen der ersten Näherung % 
a) a) 
=), = bit, m=0, A=br, P==r, 


als solche der zweiten und dritten Näherung®) 


FR, = Cu Nam @ v7? 0 mr T 
lt) ann) hie: ee 


una 

ae; 22 (3) 22 (8) T 7. 

an t-gnnt), Bot) Bene Terest) 
oT 1 1—4hSo/m_, 
A=".[ı een 


Durch Schluß von n auf n + 1 ist nachweisbar: 


23) Gerade das ist längst nicht im gleichen Maße der Fall bei,Verwendung des Satzes Rekursionsformeln 
(24) bis (28). Diese erweisen sich auch als vorteilhafter zum Programmieren der Rechenarbeit beim Gebrauch 
von Rechenautomaten. 

24) Eine Gegenüberstellung numerischer Ergebnisse, die durch die geschlossenen Formeln gewonnen 
sind, mit den entsprechenden, die dem Rekursionsverfahren entstammen, befindet sich im Anhang. 
25) Während die erste Vorauss. harmlos ist — im Falle A = 0 liegt eine hebbare Unstetigkeit vor —, 
ist die zweite wesentlich. Für h — 0 ergibt sich aus (60) bis (62) anstelle von (66) 


Po = 20 Valid 4...) ((<t<ws). 
26) Nach (29) gilt 1=ar-», und nach (30) v, = 5 — Damit erhält man (67) aus (31). 


Bin aldi 2 BL 2 hin Dan Asul an Drama Te air u an Anand Ana 


27) Dieser Ansatz steht in Einklang mit (41). 


ih 


2) (8 ER 
28) Die explizite Angabe der a . .. erübrigt sich. 


a a li 


En ee 


Pr 
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ws 
Von der Näherungsordnung r = 3 an®) gilt für das Intervall 1£en< Ze und h>0 


; 1\ (ng 
= nr 1 Bi: Pe 
T 


() n a r BBEN® (69). 
Nn = Up NT Peg Fo Amos t ; — 


(r) (r) (r) 
2, = Un Nm» 


nt 1 I h ı S olm we 
Beil! Sa zu 24 Ro & (n ?) + 


Der Vergleich mit der strengen Entwicklung (66) zeigt 
(r) ws 
Pnya— PR =A-nt+(..)- 1sn<; 23) 0 A 


S 1—4AhSo/ 
Bo Ar BIN. 5x. 222.4 3P- le SE ER n1). 
A rn Bus u (71) 
Daher ist 
(n 
Plan: 2) Pu A,anlz) ch erTainen ee 12n<®; ‚>3) (72). 


Der in (70) und (72) zutage tretende Sachverhalt ist nicht auf das Intervalli <n< — 


i 
beschränkt. Um das zu zeigen, entnehmen wir (63) mit (61) und (64) die strenge Entwicklung | 
für das Intervall ws<t<w-. Min (2s,1—s). Es ergibt sich | 


0sss1j/2 
2? — (t— ws)? dr thagnr2U re | 
BO anyos ._ Een = Be ei} | 


i ER -- ) ’ 
Während die Entwicklung der Größen ü„ und I, nach nr unter Benutzung des Rekursions- 


RE h ws N A : 
verfahrens auch in einem gewissen Intervalle — < n keine Korrektion an den in (69) ange- 
T 


gebenen ae er verlangt, findet man z. B., falls © — ganzzahlig ist®0), für 


ws 
ein bestimmtes Intervall —. nmenren 


T 


n Bu: — (n’)? a 75 =) (ny)'— 2 ( +5 a) wa: | 
e Fe 4hyeS 24RoS = nn 


f i (74). 
ann) Ah Im 24RoS ET 
Aus (73) und (74) folgt für das betreffende Intervall 
in v, (1—4AhSe/lm)n —2n 
Pınr) — P = — 7 48 Ro S Tr) EIER (75). 


») Für2<n<- sind die angegebenen Entwicklungskoeffizi ültig“ 
2s re ngegebenen Iintwicklungskoeffizienten sogar von r = 2 an „endgültig“. 


30) Dann ist der in (26) auftretende Koeffizient A 


sure @=12,3,...) im Fall 0 <s< U (a8), 
im Falle s= — (40) zu entnehmen. - 


. 
f 
; 
| 


za 3 
u 


r 
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Das Rekursionsverfahren ist also nach (70) und (29) in dem Sinne exakt zu nennen, daß 
sich bei hinreichend klein gewählter Schrittweite die P, (r > 3, ganz) um Denobie wenig 


von den P(nr) unterscheiden. Dagegen konvergieren die Iterationswerte P, (n fest, 
r=1,2,3,...) wegen des Summanden 1/2 n? im Koeffizienten des kubischen Gliedes nicht 
gegen P(n 2). Daher kann man nicht durch Erhöhung der Anzahl der Iterationen über r=3 
hinaus den Fehler aufheben, der durch die benutzte Schrittweiter bedingt ist. Unberührt 
bleibt nach (70) und (75) die Faustregel, das Rekursionsverfahren so oft mit der halben Schritt- 
weite der vorausgehenden Rechnung zu wiederholen, bis die Unterschiede einander entspre- 
chender Ergebnisse erträglich sind®). 


7. Approximative Amplitudenberechnung 


Nachdem wir in den Abschnitten 2 bis 6 gesehen haben, wie die Druckkraft P(f) beliebig 
genau berechnet werden kann, kehren wir zur Frage nach der Größe der Amplituden 
%(A=1,2,3,...) aus dem ersten Abschnitt zurück. 

Um die a, aus (1) approximativ zu berechnen, ersetzen wir die Integrale in (2) nach dem 
Vorgehen im 3. Abschnitt durch Summen und die Berührungsdauer ?, entsprechend (12) durch. 


ng T. Wegen 
a+ß . a—Pß 
9 "Sin 


cosx —cosß = —2sin 


ist dabei 


vr 


nB NnB 
> PD. | sin [k; (tz — t,)] dt, = 5 . en P,_1j2 {cos [k, (ng — v) 7] — cos [k, (ng —v + 1) t]} 


v=1 v—=1 


tı=#—l)r 
224 a E 1\ 
— E sin (R 3) > P,_ı72sin E (" —v/y+ = | 
und wegen 
sin — sinß = 2cos 5 ea ne 
entsprechend 


vr 


= we 
DPD, 1% | cos [k-(tz—t,)] dt, = a D/ P,_12$in [ky (nz —v) 7] — sin [ky (ng —v +1) 7]} 
=]! vl 


u=b—l)r 
NB 
_ ze „sin (#3 2) I Pncos|h(n B—?+H =) |. 


Setzt man diese Eu in (2) ein, so ergibt sich mit (2a) und (32) für ge- 
nügend großes & beliebig genau 


211/e „ [AM X sin [2A r 1 
f SF, ER, — ET Tee 76 
= Tr S sn) 2 & 2 35 (za) 
und daher nach AM) 
41 |sin@ms)| |; (4® aan SR Dr aa 77 
Sg in ler Br 12 +2 ( ae) (77) 


mit 


NB 1 
Sür- 2 2 Pı-ın = el er 3)| (78). 


sin, COS cos 


Denkt man P,_ı, durch Pin nach (23) ersetzt?), so können die Formeln (78) praktisch be- 
nutzt werden, sobald die ir ®=1,2,3,...) mit Hilfe des Rekursionsverfahrens (24) bis 
(28) berechnet sind. 


( ) [ . ” .. . 
3) Setzt man P(nr) = P, + R(r), P(2 n 5) — 2 +R = ‚ so ist, da für genügend kleines z nach 
(r) T (r) 7‘ T 1 (? (r) ) 
(70) und (72) Kir) w4 R 5) gilt, Pn +4 2(5) & Pont R (2) oder 2(z) 7 Pan— Pr): 
32) Nach dem letzten Absatz des 6. Abschn. ist r = 3 zweckmäßig. 


3 ae N die 
stimmt werden: Explizit treten in den 
1S, Aun_,.ıp und rauf. r hängt nach & Ei und », 
nach (36) bis (40) außerdem von s ab. Ersetzen wir i 
(68), so haben wir noch den Parameter h®). . 
Zu unterscheiden sind Parameter mit yeah Be / 
das Rechenverfahren betreffen. ie wir mit N £% ınd & 


Fe wi. 
P(nz) unterscheidet. Dazu überprüfen wir, ob die Differenz Chr -P 
Bu, entsprechende, doch Merten iz von «& errechnete Druckkraft 
trage nach genügend klein ist®). 
Unter den physikalischen Parametern wählen wir zur Kennzeichnung des / 

vorganges das System ui 

er m, h; 7 De ge 4 ) 
aus. Darin charakterisieren die ersten beiden Größen die Art nd Weise des Anschlages, die 
dritte und vierte den Hammer und die letzten beiden die Saite. Er 


‚Leicht zu übersehen ist der Einfluß des Parameters v,, sofern (41) erfüllt ist. Aus a b Ki 


(79) liegen den ee zugrunde: 


> 


PA 
sec 


kpsec? 1 cm In 
Be e 6 een... 

m. = 7,98 . 10-° I, hm: nn). 
2 

IR | m; = 1,252 . 10-% ae 2), nu = 0,435 - 10° sec-! 


P(t) wurde nach den Gleichungen (23) bis (31) mit (37) bis 0), ‚da anschließend nach (77) 


und (78) berechnet. Dabei wurde (28) durch (68) und P,_ 1, durch 1: 40) ersetzt. Eine Aus- 
wahl der Ergebnisse ist in den Bildern 1 bis 10 zusammengestellt. 


In den Bildern 1 bis 4 wird P(t) in Abhängigkeit von der Anschlagstelle s dargestellt. Die 
übrigen Parameter sind in den Werten (80) konstant gehalten. Bild 1 und 2 lassen erkennen, 
wie gegen Ende der ersten Grundschwingungsdauer (7; = 23,0 - 10-4sec) mit zunehmendem s 
zunächst ein Druckkraft-,,Höcker‘“ heranwächst. Der Ansatz zu ihm (am betreffenden Kurven- 
wendepunkt) beginnt in dem Augenblick, in dem die Störungswelle, die an dem der Anschlag- 
stelle entfernteren Saitenende reflektiert wird, erstmals zum Hammer zurückkehrt. Schon 
vorher sind, jedesmal wenn die am näheren Saitenende reflektierte Störungswelle zur Anschlag- 
stelle zurückkehrt, Extrema des Druckkraft-Anstieges zu verzeichnen. 

Falls der Anschlag in der Nähe der Saitenmitte erfolgt (Bild3 und 4), sind die Schwan- 
kungen des Druckkraft-Anstieges und selbst der Druckkraft besonders ausgeprägt. Mit der 
Annäherung der Anschlagstelle an die Saitenmitte wächst die Berührungsdauer nahezu monoton. 
Eine Abnahme der Berührungsdauer, kurz bevor die Anschlagstelle die Saitenmitte erreicht 


a) Stellt man P(z) durch ein Polynom zweiten oder höheren Grades dar, so kommen durch die Koeffi- 
zienten ersichtlich weitere Parameter hinzu. 
%) Man vgl. den letzten Absatz des 6. Abschn. 
35) Man vgl. auch 2%). 


n 3) Die Programme für den Elektronen-Rechner befinden sich im Anhang der unverkürzten Disser- 
tation. 


#) Durch sie werden z. T. die Gegebenheiten des normalen Klaviers berücksichtigt. 
#) Man vgl. W. Lange, [8], S.121. Das Eindringungsgesetz z=h-P mith = on und 0<sP 
P 


< 1,4 kp nähert die empirische, nahezu lineare Eindringungsfunktion des Hammers 6 im Belastungsfall an. 
Die "Hysterese wird hier vernachlässigt. 


3) Dieser Wert ergibt sich z. B. bei einer zylindr. Stahlsaite von 20cm Lä i 
‘0) Man vgl. die mittlere Gleichung von (23). ee 
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hat, ist jedoch unverkennbar“). P. Das, [4], beschränkt die Anschlagtheorie auf Fälle, in denen 
die vom entfernteren Saitenende reflektierte Störungswelle höchstens einmal zur Anschlagstelle 
zurückkehrt; bei einem Anschlag, der nicht genügend nahe einem Saitenende erfolgt, kommt 
aber die vom entfernteren Ende zurückgeworfene Welle auch ein zweites Mal zum Hammer 
zurück, wenn die Parameter außer s die Werte (80) haben. 


10a 26 27, 2205.33, 30039 DIE IETETIEI TR SET TIONEN 89, BE 


70°*sec 70 *sec 


Bild 1. Zeitlicher Verlauf der Kraft P, mit der der Hammer auf Bild 2. Beschreibung siehe Bild 1 
die Saite drückt, in Abhängigkeit von der relativen Anschlagstelle s 


Parameter — außer s — wie in (80) 


l 1 1 l N | 
0 3 6 Ve Fe ee A ee ER > VE er) 


10 *sec 


Bild 3. Beschreibung siehe Bild 1 


. il ee ee! l | n | L l | 
DS 05 7021 24 277307.38 2367 3379.42 7% Sr 7 
Sec 


Bild 4. Beschreibung siehe Bild 1 


Die Bilder 5 bis 8 zeigen P(t) in Abhängigkeit von je einem der Parameter der Hammer- 
masse m, der Hammer-Nachgiebigkeit h, der Saitenmasse m’ und der Saitengrundfrequenz ».. 


41) Dieses unmonotone Verhalten der Berührungsdauer beim Annähern der Anschlagstelle an die 
Saitenmitte wird schon beschrieben von C. V. Raman und B. BAnERrJ1, [2], allerdings für den starren Hammer 
(k—0). 


UFER, 5 


na 4 7 0 3.35 39 4 
10° *sec 
Bild 7. Zeitlicher Verlauf der Kraft ?, mit der der Hammer auf die 
Saite drückt, in Abhängigkeit von der Saitenmasse m’ 
Parameter — außer m’ — wie in (80) 


er 


m’/m, = m 


IRSE na aM 27 03 EU EM 
70"*sec 


Bild 6. Zeitlicher Verlauf der Kraft P, mit der der Hammer auf die Saite drückt, 
in Abhängigkeit von der Hammernachgiebigkeit h in - 


Parameter — außer k — wie in (80) 
Mi=h Fi 


3 6 


IR RER 


Bild 8. Zeitlicher Verlauf der Kraft P, mit der der Hammer auf die 
Saite drückt, in Abhängigkeit von der Saitengrundfrequenz », 
Parameter — außer », — wie in (80) 


la =tı 


\ 
| 


H. Auge, Theoretische Analyse des Tonspektrums ... 305 


Vergrößerung der Hammermasse m bewirkt nach Bild 5 zwar eine Vergrößerung des P(f) 


im ganzen Verlauf, aber bei Beginn des Anschlagvorganges nur sehr allmählich. Die Berührungs- 
77 x 


dauer f,z wächst mit m. Daß der Impuls f P( dt der Hammermasse m streng proportional 


sei, kann man aus der aus (6) folgenden Beziehung 


tp 
J Po dt = m [o. — it) 


nicht ohne weiteres schließen; denn is(t;) könnte von m abhängen. Die Kurven von Bild 5 
zeigen nun, daß eine solche Abhängigkeit im betrachteten Parameterbereich nur sehr gering 
sein kann 2). 

Nach Bild 6 ist der Einfluß der Hammer-Nachgiebigkeit h auf P(f) wesentlich schwächer 
als der der übrigen Parameter. Das ist erfreulich, weil die Hammer-Nachgiebigkeit nur wenig 
scharf definierbar ist. Mit zunehmendem h wird im angegebenem Bereich die Druckkraft-Kurve 
flacher und die Berührungsdauer größer #). 


Welche Rolle die Saitenmasse spielt, erkennt man aus Bild 7. Vergrößerung der Saiten- 
masse wirkt auf P(f) etwa wie eine Verschiebung der Anschlagstelle zum näheren Saitenende 
hin“). Verdoppelung der Saitenmasse kann wegen m’ = ol erreicht werden, indem man ent- 
weder die Länge, die Dichte oder den Querschnitt der Saite verdoppelt. 


Stimmt man bei konstant bleibender Saitenmasse den Grundton der Saite höher, indem 
man die Saitenspannung erhöht oder die Saitenlänge verkürzt“), so wird nach Bild 8 das P(f)- 
Maximum größer und ti, kleiner. 


Bild 9 und 10 zeigen, wie die a,(A=1,2,...,5) und damit die Intensitäten des Grund- 
tones und der ihm beigemischten ersten vier Obertöne von den angegebenen Parametern ab- 
hängen. 

Wie zu erwarten, verschwindet in Bild 9 die Amplitude einer Partialschwingung dann, 
wenn die Anschlagstelle mit einem Knotenpunkt der betreffenden Partialschwingung zusammen- 
fällt. So ist z. B. das Tongemisch bei einem Anschlag in der Saitenmitte (s = 1/2) recht „dünn“; 
es fehlen die geraden Partialschwingungen, also die ungeraden Obertöne ganz. Aber auch der 
Anschlag bei s—= 1/4 ist dem Klavierbauer nicht erwünscht; denn bei den Parameterwerten 
(80) — s ausgenommen — übertrifft die Amplitude der ersten Oberschwingung die der Grund- 
schwingung beträchtlich. Das von einem Anschlag bei s = 1/8 und sonst unveränderten Para- 
metern herrührende Tonspektrum hingegen zeigt Vorteile: Der Grundton ist relativ stark aus- 
geprägt, der (in der Oktave zum Grundton stehende) erste Oberton tritt stark zurück, aber 
der (in der Quinte zum ersten Oberton stehende) zweite und der (in der Quarte zum zweiten 
Oberton stehende) dritte Oberton bereichern das Tonspektrum merklich. Hält man in Bild 9 
ein Lineal parallel zur a,-Achse (= 1,2,...,5), so kann man durch Verschiebung desselben 
in Richtung der s-Achse Tonspektren innerhalb gewisser Grenzen auswählen. 

Wie Bild 10 zeigt, üben auch die übrigen Parameter erheblichen Einfluß auf die Klang- 
farbe aus. Durch Änderung der Hammermasse z.B. kann man den ersten Oberton stärker 
oder schwächer machen. Erhöhung der Hammer-Nachgiebigkeit verstärkt den ersten Oberton. 
Vergrößert man die Saitenmasse (z. B. durch Verlängerung der Saite), so ändert sich das Ton- 
gemisch, wie ein Vergleich mit Bild 9 ergibt, zunächst ähnlich wie bei einer Verlegung der An- 
schlagstelle nach dem näheren Saitenende zu. Erhöhung der Grundfrequenz », bei gleicher 


tB Ä 
2) Setzt man I = f Pit) dt und m= an so ergibt numerische Integration unter Benutzung der 
0 


P.-Werte, falls die Parameter außer m die Werte (80) haben, die Impulse der folgenden Tabelle. 
a|l.ı 1,25 1,50 
————— 
2 22,08 27,45 33,29 
Im) 10-* kp sec 


Da Zi — 1,243 und = — 1,507 ist, hängt I(m) offenbar nicht streng linear von m ab. 

22,08 R 22, 
43) Wegen der Bedeutung des Parameters h für das Stetigkeitsverhalten des P(t) und seiner Ableitungen 
vgl. man den Absatz nach Gleichung (65). 


#4) Man vgl. Bild 1. 
7 
45) Aus (31) folgt v, = >|) 


E 


ml 
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Saitenmasse m’ führt zu einer Verkleinerung der Grundschwingungsamplitude, also zu einer 
Schwächung des Grundtones. 


Kombiniert man die Parameter-Änderungen, die den Kurven auf den Bildern 9 und 10 
zugrunde liegen, so vergrößern sich die Möglichkeiten, vorgegebene Tonspektren zu erzeugen. 


B % arm) arfh) = = 
WE, arls) 0%m 2, (Mm) 1a, am) 
1 
Ri 4 
3 3 
2 2 
1 1 
f) e 7 
Un 77, Jı2 Ya Jr ee 
a 0 
10 öm a LA LA 
rt 7 
) 
£ R 
10cm 
11° 
0 1, 24 
Ur 
Un2 np np Yı2 2 OS 
10m a 1; 
1 4 
e| 
[/) 4 
0 | 
5 ! 3 
10 cm A nen 2} a5 a; Q5 
3 7 
7 1 
2 m h m' u. 
0 =; T 7 7 2 
1 17» 1 Ta 2 7% 201 Vs 
Une In ra Y72 2 On 5 Be: 2 5 4 = E 
- m= /Mg = a = Um: y= VB, 
oO a 


Bild 9. Amplituden a, der Saiten-Partialschwingungen in Ab- Bild 10. Amplituden a, der Saiten-Partialschwingungen in Abhängigkeit F | 
hängigkeit von der relativen Anschlagstelle s von der Hammermasse m, der Hammer-Nachgiebigkeit h, der Saiten- f 


Ri ae masse m’, der Saitengrundfrequenz », 
Werte der übrigen Parameter wie in (80) 


Werte der jeweils nicht hervorgehobenen Parameter wie in (80) 


9. Anhang 
A) Verfahrensfehler; Rechenkontrolle 


Um etwas über den effektiven Fehler zu erfahren, der sich nach einer Anzahl Schritten 
des Näherungsverfahrens eventuell summieren könnte, berechnen wir zum Vergleiche die strenge 
Lösung der Druckkraft P(f) während der ersten Grundschwingungsdauer für die Anschlagstelle 

= 1/2. Die Parameterwerte — mit Ausnahme von s — entnehmen wir (80). 


Da das Gültigkeitsintervall von (63) im Falle s = 1/2 auf Null zusammenschrumpft, ent- 
nehmen wir (54) für s= 1/2 die (56) entsprechende Darstellung) 


ni oo n-+ioo 


io D, a: t— =) w 
(4 2) dx (2<!<u) (81). 


r ? 
Pi) = —— — de + u, 
x) 2nihyoS . 
n io 


Bi e 
2rih g(: 

n—i0 
Zur Lösung der Integrale in (81) kann (61) unverändert übernommen werden; der Darstellung 
(64) ist bei Übertragung auf das Gültigkeitsintervall von (81) der Faktor 2 beizufügen. 


Wir formen zunächst den in (62) und (64) auftretenden Term Yo S um, indem wir ihn 


mit Hilfe der Parameter (79) darstellen. Es ist nach (30) », = Br Erweitert man mit 


Di Pro 


0, so erhält man », = Er yoS und daher 


VeS = 2m u 2 0 2 


46) Man beachte 18). 
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. Die Parameterwerte (80) mit s= 1/2 führen nun zu 


— — 0,2833 - 10° sec, b= — 7,520 . 103 sec-! Ba 
ect, er 5 0,3289 kp, 
ala db), R b(a—b) 
weg 22 B — 0,2627 ® 10° sec 1 9 TesE == 6,974 . 103 sec 5 (83). 
1) b 
. en rain 


ryos (a—b) 
Da bei der Näherungsrechnung & — 40 gewählt wurde, nehmen wir hier die Argument- 


schritte einfachen Vergleiches halber von der Größe + en n w, also gleich Ar. Dabei 


ist nach (29) mit & = 40 und », nach (80) 
Ta, 141. BSR ae ee (SA) 
Dann ergeben sich nach den Wertetafeln 1 und 2 die Druckkräfte P(nr) der Wertetafel 3. 


(8) 
Die darunterstehenden Werte P, sind die entsprechenden auf drei Stellen abgekürzten Ergeb- 
nisse des Elektronen-Rechners. Die Genauigkeit des mit & = 40 benutzten Näherungsverfahrens 
erscheint ausreichend. Auffällig ist, daß die Abweichungen von der strengen Lösung am Anfang 
eines Gültigkeitsintervalls größer sind als am Ende”). 


Wertetafell 


N ee mr ed nr Pı(n) 
4 0,9370 0,1775 0,2498 kp 
8 0,8779 0,0315 0,2783 ,, 
12 0,8225 0,0056 0,2687 „, 
16 0,7707 0,0010 0,2531 „, 
20 0,7221 0,0002 0,2374 „, 
24 0,6766 0 0,2225 „, 
28 0,6339 0 0,2085 ‚, 
32 0,5939 0 0,1953 ,, 
36 0,5565 0 0,1830 ‚, 
40 0,5214 0 0,1715 ‚, 


Wertetafel 2 


a(a—b) w b(a—b) w\ | 

. [ee er) | Fun 

24 —0,9396 2,603 0,3199 kp 

28 —0,8792 4,207 0,4889 „, 

32 —0,8188 5,810 0,4902 ,, 

36 —0,7584 7,413 0,4414 „, 

40 —0,6980 9,017 0,3842 ‚, 

Wertetafel 3 
un — 

n 4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 
Pin?) 0,250 0,278 0,269 0,253 0,237 0,542 0,697 0,686 | 0,624 | 0,556 
= kp kp kp kp kp kp kp kp kp kp 
Pn 0,251 0,279 0,269 0,253 0,237 0,541 0,699 0,687 | 0,625 | 0,556 
kp kp kp kp kp kp kp kp kp kp 


B) Einseitig nachgiebige Saitenbefestigung 

Berücksichtigt man die Nachgiebigkeit der Saitenbefestigung an dem der Anschlagstelle 
ferneren Ende in erster Näherung, so hat man, wie gezeigt werden soll, lediglich die Saitenlänge I 
durch Z= 1 -+ S/kı (k,> S/D) zu ersetzen. Der Parameter k} bedeutet darin die Härte einer elasti- 


47) Es scheint, daß bis gegen Ende eines Gültigkeitsintervalles die Unterschiede gegen die strenge Lö- 
sung so weit verschwinden, daß das folgende Intervall nicht merklich mit den Fehlern seines Vorgängers be- 


lastet ist. 
31* 
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schen Saitenbefestigung an dem der Anschlagstelle ferneren Saitenende in Richtung der er- 
zwungenen Saitenauslenkung®). Die Dimension des k, ist Kraft/Länge. 


Gleichgewichtsbetrachtung an den Saitenenden®) ergibt die Randbedingungen 


$ ı (9 für z a ie a a Er er (85), 
a ; 
wobei zur Abkürzung 
= 5 kı a me ER a (86) 
gesetzt ist5P). 
Geht man bei einem Ansatz für die Saitenauslenkung von 
n(& 0) = 3 9,(b) - sin (v, &) ( EEE Bm. NZ N 3 eG. F (87) 


aus, so führen die Randbedingungen (85) zu der Gleichung 
In. Sinn + men ) =0. ( = 1, 2,2. 37 NnIN =) 
1 


Da die g, als linear unabhängig vorauszusetzen sind, verschwindet jeder einzelne g,-Koeffizient, 
d.h. der Inhalt der geschweiften Klammer. Es besteht mithin für die v, die Eigenwertgleichung 


wn=—— m (>; A: ee er ae N<4) ae . (88). 
1 
Mit x,— oo (starre Saitenbefestigung) geht v,, wie es sein muß, gegen Az. Für ,>1 ergibt 
sich aus (88) 1 
1 1 | 
vn —=Ar ( = = +0 =) Eh 2 ee (8). © 
= 2 | | 
Setzt man &E = ar so kann man wegen 1 


l 


1 R- Anz 1 1 
Aalen) | 


sin (d; &) aus (87) durch 


A 1 i 
sin (dv, &) = sin = +0 & LS u 
1 4 
mit 1 
S 1 S | 
Se abe (> 1) N ae A | 

1 N 
ersetzen. | 
Speziell für die Anschlagstelle £ = s gilt nach (89) | 
Be: 1 | 
sin (1, s) =sin(Ars) +0 =) << <&%) u a EEE | 
mit ’ | 
s=s-[I1-— ! >1 PL. | 
se ar % >itia 0s:<5) 8 ng nn ie | 


Wie es sein muß, ist 


a 1 1 1 
eh ter, EIERN E | 
R ( = (14 = s IHolzp); | 


d. h. die (absolute) Anschlagstelle ist unabhängig von der Art der Saitenbefestigung. 


18) Im Vergleich dazu ist die Nachgiebigkeit der Saitenbefesti 
Ende ebenso wie diejenige an beiden Enden in der 8 
nachlässigen. Man vgl. H. Ansc#ürz, [11]. 

*°) In [10], Abschn. 2, werden die Randbedingun 

0) Der Parameter x, wird in [10], Gleichung (15 


> { iestigung an dem der Anschlagstelle näheren 
aitenlängsrichtung bei einem normalen Klavier zu ver- 


gen in verallgemeinerter Form hergeleitet. 
), eingeführt. 


x 
. 
“ 
E 
e 
ad 
£ 
4 
E 
; 


%* 


a a 
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Die Ergebnisse der numerischen Rechnung befinden sich in den Wertetafeln 4 und 5. Die 


- > = 
tabellarisch angegebenen Funktionen P = ; ) und a, | sind für x,— oo asymptotisch gleich 
E % 


1 
den gesuchten, Bar ) und a, =) a 


1 la 


Wertetafel 4 


t ” 


1 
ee 
% % 1 
10- sec kp “kp kp 
ee ee a 
6 0,481 0,486 0,491 er 
12 0,757 0,765 0,774 Parameter wie in (80), 
18 0,854 0,860 "0,866 _ 
ee ee 
24 0,906 0,907 0,908 % “ 
30 0,541 0,534 0,526 ° fü 
36 0,075 0,059 0,041 ee 
Wertetafel 5 
n l 
A a 
1 
En Et 
% *% 7 
102 cm 10-2 cm | 10-2cm 
1 3,65 3,56 3,49 Parameter wie in (80), 
2 0,115 0,197 0,291 1 =" 1 
3 0,424 0,449 0,493 ar 2) =a, ee) 
4 0,254 0,237 0,225 “ ” 
für x, © 


‚Da nach H. Ansc#örz, [11], im Klavierbau die Härteziffer x, = 100 kaum unterschritten 
wird, ja selbst x, = 500 eine noch recht nachgiebige Saitenlagerung bezeichnet, erkennt man, 
daß die gebräuchliche Nachgiebigkeit der Saitenlagerung nur unwesentlichen Einfluß auf Pf) 
und a, hat. 
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Bending of a Rectangular Plate with Two Opposite Free Edges 
and Other Two Simply Supported Edges 
Having Any Clamped Portion 


By M. Kurara and H. OKAMURA*) 


Es wird die Biegung einer rechteckigen Platte untersucht, bei der zwei gegenüberliegende Kanten frei sind, 
während ein beliebiger Teeil der beiden anderen aufliegenden Kanten eingespannt ist. Numerische Resultate 
werden angegeben für den Fall einer quadratischen Platte, die sich unter der Einwirkung einer gleichförmigen 
Last bzw. einer punktförmig konzentrierten Last befindet. 


The present study deals with the bending of a rectangular plate with two opposite free edges and other two 


simply supported edges having any clamped portion, and presents some numerical results of a square plate 
under a uniform load or a point load. i 


B macrosmeii pa6oTe paccMmaTpuBaerch WarmÖaHnme IIPAMOYTOABHOÜ TNNACTHHKH, BA 
IIPOTHBONOJIORHEIX KPAA KOTOPOÜ CBOÖOAHEI, A BA APyTuxX IOJIep/KUBAeMbIX Kpaf B HEKOTO- 
poM yuacrke 3akpenseHbIl. ‚lamTca HeKOTOpble YUCJIEHHbIE PesyIbTaTbI AA KBANpaTHol 
IIIACTUHKU, TIONBePTAaeMOU PABHOMEPHOH HJIM TOYeYHOÄ HAarpy3ke. 


The mixed boundary value problems about the rectangular plates have been investigated by 
many authors. However, it is felt that there are not at present enough theoretical data concerning 
the plate with the partially clamped edge, because, in most cases, the greater labour is required for 

the numerical work. 


The purpose of this investigation is to find the feature of 
distortion of such a plate and the chief difficulty in the theoreti- 
cal work is to satisfy the condition of fixity only in any portion | 
of the edge of the plate. In this paper, the solution is constructed | 
by means of finding the resisting moments introduced along the | 
clamped portions of edge to cancel the slope of the deflection | 
surface produced by a given load only in such portions. The re- | 
sults by theory have been compared with the experimental data | 

| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


and the satisfactory agreement was found. 


1. Defleetion surface of a reetangular plate 
produced by a single moment acted upon an edge 


Referring to Fig. 1, if we denote by w the deflection of 
a plate with two opposite simply supported edges (x = 0 and 
x =.a) and other two free edges (y = O and y = b) under a unit 
load at a point (8, n), the deflection wy of this plate produced by a single moment M, at 
a point (0, 7) upon an edge x = 0 can be obtained by the following operation: i 


Fig. 1 


PEN N} A EEE (1)}) 
108 Io ; 
The deflection function ® is governed by the differential equation 
DAAw = P(x, y) A 
subject to the following boundary conditions: 
= [677 
(a) u=0, Er Yan 0 fr =0 and z=a, 
and 
067) o°w 
(b) TE F ai fr y=0 and y=5b, ne 
and also 
0077 [0077 


(c) ee en for y=0 and y=b 
*) Department of Civil Eng., Faculty of Eng., Osaka City 


University. 
1) A. Navar „Elastische Platten‘ 1925 s. 162. : 


u A 
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where, P(x, y) = load function 


_[O when a+&,y+n, 
 |1 when xz=E, y=n7, 
D = flexural rigidity of a plate, 

v = Poisson’s ratio. 


We can write the solution of the above differential equation, which satisfies conditions (a), 
in the following form: 


De ren re re (4), 


in which w, and w, are a particular integral for the single load and the complementary solution 
(so-called Levy’s solution) and they are respectively represented in series: 


ER 0 SIN.O SE SIN.DE 2), SU 0, 20 U Se Em A Be (5), 
mn ö 


w, = 3 (Am cosh my + Bm m y sinh &mY + Cm Sinh om Y + Di &m Yy cosh a y) sin mx (6), 
z 


where 


and 


m Dada + | 
Since, Ay, Bm» Cm and D,, are the constants to be determined in a way to satisfy the re- 
maining boundary conditions (b), (c) assigned in (3), further calculation gives 
2 Bon 
Ii—y’ 


B.—_ {— 1)? cosech a,b — coth am 5} {3 + » — (— 1)" (1 — v) am b cosech an 5} Ayn 
Tr 2 (3 +»)? — {(l — v) a b cosech a, DYP 


x A: | Mn. 


Om \ am, 
1 Pn (Pr 
Cu 7 {a HD DEE +2 ran. 


” B+r— C- 1" (l—») am beosech am b} Amn _ Pn (Pa t3 
er = 2, (3 + v) Bel {dl 77 v) Am b cosech Am by? Am 0 A 2 u 


Am = 


Substituting these into (6) and settling (4) by (5) and (6), the deflection w can be written 
in the following form: 


ee Be re ER N: 
1,2,8.. .) (1,23...) 
where, 
— - 2 1+» . 
Fnnl) = Bu (um 3 inh nu 7, cosh any) + Di ar sinh &.y + &my cosh a Y 
2 
ein (9). 
1—v 0 \0%, 


Then we can get the deflection wy produced by a single moment M, on an edge x = 0 by substitu- 
ting the expression (8) into (1), and we get the result 


M, 


wu = Dah DD Imsy) sin Pan sinn nen. (10), 
(1,2, ge) (di, 2,3. I) 
in which 
- : 2 
Imn(y) = Amn E Kern z - (= “+2 = (Gmn (on3 sinh &y — ee cosh an ) 
1 : 
+ Han { % : sinh &,y + &my cosh & ) Sr sinh & | Te (11), 
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where 
Me PS; ] 
le | 
{(— 1)” cosech ob — coth m 5} {3 + 9 — (— 1)" (L— ») a b cosech a b} 2 
mn = (3 + »)? — {(1 — ?) & b cosech a, 6}? (12). 
and 
3 +9 — (— 1)" (1—v) am b cosech a, b 
Hmn — 


(3 + »)? — {(1 — ») & b cosech a b}? 


2. Condition of partial elamping 
Using the expression (10), we obtain the slope of a plate along its edge (x = 0) as follows: 


oz DD oanfnn sinn - +. - + (3). 


1,2,8.) (1,23...) 
Let us assume now that the moment M,„is a distributed 
one in the interval b, << b, along the edge x = 0 as is shown 
in Fig. 2. In this case, the slope along the edge x = 0 is obtained 
by making use of (13), namely, 


1 br 
m — j .. 14 . 
92 = Hab ZZ Cm) [MasinBundn - . (14) 


If we can adjust the slope produced by the distributing 
moment in a way to cancel the slope which is caused by the given 
load in the above portion, we can regard such a portion as the 
clamped one. Therefore, it follows that the distributing mo- 
ment M, represents the resisting moment ofth'scase. Consequent- 
ly, if we assume the distributed portion of the moment, we can 
Fig. 2 introduce the solution of the bending of the plate with simply 
supported edge containing such clamped portion. 


Now, we assume that M, can be expressed in the trigonometric series with the unknown 
constants E,, that is 


OWyr 
0x 


O0 > | 


rn EEE ET NE 


EDEL LAU SEENN 


..sa(m —b,) 
M,= Se ES RUSE ER Er 
(1.2,3..) f 
where A is the distributing length of the moment M,, namely, 
h=b,—b. 
Substituting (15) into (14), we obtain 
1 Kar E ; e 
Geo 2, 2, 2, B— „= {- D* sin B, b, — sin By dh fund) (16), 
where 
Br; 
a 


On the other hand, the slope of the same rectangular pl 
a given load is expressed generally by 


= 5 I) I mal) FE 


m n 


ate along the edge x = 0 under 


where, Imn(y), being a function according to a given load,can be 
which 1S expressed in (11), for the same rectangul 
pression Ay], the following expression A 


reduced to the same form as fan). 
ar plate, but, in this case, instead of the ex- 
mn Must be adopted according to the given load: 


7 LA TI. SR 
2 702 (a2, + Bemn 27 the plate under the uniform load ofinten- 
AL sity q, distributed over the entire surface ofit, 
Mi 4 P, &m Sin a, € sin Pay (18). 
mn ab(8, + BB) for the plate under the concentrated load 2 


at the point (&, »/) 


; 
> 
. 
# 
5 
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The preceding discussions lead us to the conclusion that the present problem can be reduced 
to the problem of finding unknown constants E, so as to satisfy the condition of the partical 
clamping in the interval b, < y< b, as is given by the equation 


O;-0 + 9-0 = 0 de y.b) ee RER 


3. Equations for determining unknown eonstants 


The equations (16) and (17) in the previous article are applicable for 0 < y<b. However, 
for the purpose of satisfying the equation (19), it is necessary to transform them in FOURIER series 
for b, <y< b,. 


We can now express as follows the functions f„„(y) and Imn(y) in sine seriesfor b, <y< b;: 


ED 


k 
(1,2,3...) 


and ee ln (20), 
vr. _ kr(y—b,). | 
Imn(Y) Fr 2, Cr sın ar 
(1,2,3...) 
where C, and C; mean the FOURIER coefficients. 


In this way, from (16) and (17) we get 


On a =, 22 > np : {(C 1)" sin 8, b,— sin B, 53 f%,W) - = - Ei), 


= “ DE Mn NEE TEN Dr ee (22), 


m N 


in which f„,„(y) means one which is obtained from f„„(y) in (16) by applying the series expansion 
of (20), i. e. 


Fanta) = I, >,* sin du — b) | ag I De sin Pub, — sin Bub) 


k 
Pn Prmn (+2 )|Am u) 


On (a + 68) \ 02, 
where 
ksı 
Ör = Se 
and 
un 1 


a 


20m 149 


+6 1—v 


Pımn = ES 1)*b, sinh a,b, — b, sinh a„,5,Y— 2 | {— 1)" coshamb,—cosha | Gm 


+ [a 1)" b, cosh a,b,—b, cosha,, 2 je 1)*sinha„bd,—sinh 2) nn 


—  —t-D#sinh a,b, —sinh an bi} EEE A REN: 
—y 


The function gn„(y) can be written in the form similar to the expression (23) provided that 
Ann, prescribed in (18), is used instead of A„„. Finally, the equation to determine unknowns E, 
is obtained by (19) in the following way: 


T. AmYs Es wensg ee b SER 1 P sin 9, b,— an Bd 
222m t 1) sin P, 2 sin 1; Bl ) Pr 2 Pn 1} 


Mm n 


Pn E H2 ) Dom Ann 


Am (a2, - ö) On 


1 Pr nn 
ee 22 = be {— 1) sin 7 da — sin Bd} — a2 (= +2 ) Penn] Ayın 
Be... oe). 
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' ' infini i i ding to each value of k and s. 
This expression represents infinite sets of linear equations correspon \ i 
The nn ne E, must be obtained by solving such simultaneous equations, which form 
the necessary condition for making the slope along the edgex = 0 become zero only in theinterval 
b, <y< b,. Once the constants E, are determined, the resisting moment is to be found from 
the equation (15). 


4. Defleetion and bending moment 


From the expressions (10) and (15), the deflection w, due to the resisting moment M, which 
is determined in the portion b, < y < b, is represented in the form = 


1 PM.si 
Wy = Dab DIN Im) sın ve 


m n 


E; Pr DPD: Ba (e- 1% sin B, b,—sin Pr dı) Imn(Y) Sin amt . - (26). 
a m n 


n—% 
By superposing this wyr on the deflection w, under a given load, the present deflection sur- 
face w is obtained in the form s 
w=Ww, +Wy.: 


Since the bending moments M; and M, produced by M, are expressed by the second deriva- 
tive of (26), we can get 


m DD sin Bu ds — sin Bub) Umal0) —r Fan} Sin am & 27) 


mn 7 95 
Va Own 1) Wyu 
m (7, ) 
1 myıE £ ” . 
SD ee N’ sin Bu ba — sin Bu 8} Fmnld) — Fnnly)} Sin omz (28), 
where ma 
| — Pn (Pr 2— 9) |Gmn 32 (1 — h inh 
muy) = m + 211004 na cosh am Y + Amy sınh am Y 
2 
+ Han ae sinh %yY + &mY coshamy RES ee PER ny (29). 
1—v 1—r cn. 


Now, using the expression (15), we can calculate theresisting moment in theintervaldb, <y<b, 
on the edge x = 0. 


On the other hand, using (27) and employing the limiting process, we can obtain the same 
moment as follows: 


" 1 E, BER A x 
M;= 2, 2 | Bu — „a {0 D* sin An Da — sin B, bi} lim > 02, Imn(y) Sin om € 
2 E 
YıEs Y 
= > 2 Bi ar {(— 1)" sin dd, — sin BD, bı}sinD,y — 0 2 Pe 
but the expression (15) is more advantageous than (30) in respect of convergency. 


The bending moment M can be obtained by the same way that we determine the deflection 
surface, then 


M=M'+M", 
in which M’ represents the bending moment produced by the given load. 


Hitherto, we have prescribed the formulas for general case, however the more convenient 
transformation or simplification will be explained forthe calculation of these formulasin accordance 


with each example. We will proceed with the discussion which corresponds to some particular 
cases. 


tee a en Te er a EEE 
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5. Example: Symmetrical bending of a square plate 


As is shown in Fig. 3, the problem to be treated here is that of the bending of a square plate 
with two opposite simply supported edgs ce = 0 ande =a having the symmetrically clamped 
portions along a/3 length, under the uniform load of intensity q distributed over the entire surface 
of the plate or a point load P at the center of the surface. 


Here, let us take a=b,h=aß,b=al3,b,=2a/3 and v=03. 


_ Observing that the boundary and load conditions are symmetrical with respect to the co- 
ordinate system and referring to the equation (1), we have to adopt the following equation: 


ow| ob | 
U ow 
E 5 08 s=0 a | 08 Di 
hence 
M . . 
Wy=95 En 2 2 (1 — cosma) fmn(y) sin ß, 7 Sin Oo & 


N) 
2M, | 
or DD) Sn an ent (Bl). 
m n 


(1,3,5...) (1,3,5...) 


Comparing this with the expression (10), we can say that m o 


and n become odd integers and 2 M, is used in place of M,, and 3 
such comparison can be applied to all the formulas in the MEI DENER- 
previous articles. It follows from this that all the formulas in the et Simply supported edge 


: Clamped edge 


previous discussion should be used after performance of the Be 


above rewriting for the present example. 


Now the resisting moments distributed along the clamped parts ought to become symme- 
trical, therefore, the expression (15) is the odd series, namely s=1,3,5,..., and, as for the 
expression (20), we can also take ask =1,3,5,.... from the rule of symmetry. 


(1) Equations to determine unknown constants E, 
Let us start with setting 
ab Na=ebhbj/la=1, a—-2b6, =heandb=(a—hj2, 
and we find the factor in (25), (26) and (30) is written as 


Ian, mp  @ e RD 


2 
Beh Se) .) ee) 
For the case of Fig. 3 the equations determining E, become 


NIT, BIT 
m? sin — DISInE — 


3 n n2 de 
2, “a 2 >, ; = n2\ n2 re a F 17) Sm = L+ (83). 
9 


e = . 
m n 2 212 | c2 2 er 
13,5...) (1,3,5...) (1,3,5...) (m ae) ‘ ;) k nr [ 9 


The right member L, is deeided in accordance with the load conditions, such as: a) for the plate 
under a uniform load of intensity q distributing over the entire surface, 


NT 
3ga: 1 eg n n? 
> — + 1.7) Sgmt > 
ZsEgr 2 2 BEE a | ur (m + ) - 
(1,3,5...) (1,3,5...) am 5 
b) for the plate under a point load P at the center of the surface, r 09), 
msin sin sin" 
Eu, 33% 1 n? E 
7 -7 2, 2a m? + n?)? - net m? (m = ) Sem 
= a ( k2 — — m 6 + ) ) 
13,5. 1L,3,8..) 9 9 


a4 


a (son — + sinh = ‚ 


Eee In 
} 
u 


0.7 3 


with x Kerr Mr 
ers (cosech m + coth ma) (3.3 + 0.7 mx cosech ma) I 
SW 10.89 —(0.7mncosechma?  — — —" 
and r s 2 7 . 
Tr 3.3 +0.7 mn cosech mx En 
” 10.89 — (0.7 mx cosech m z)? a 


In the next step, we attempt to introduce another form of these equations (33) an % 
which will be more suitable for numerical calculations. Now, some part of the double 
these equations can be rewritten in the form of the single series for m or n, namely, we ha 
(33) , 


- nzsı » 
N Fre 
23 : 
(1,3,5...) 
t 
ai 1 nn 8% nz mn n® 3 
ser“ = Be EN, Sr 2 — 2 
x 7 A 5 +7 sech? 3 (Ma+17) 5m =L, (37), 2 


m men + 5) € 


where, from (34) 


, nn 
sin 
3ga 3 1 nn nn nz 
L = — > — m (tan Zeh) 
4rn se (#5) n 2 2 2 
RD 9 
S \ 
% _— == B ta hy og sec) 
ER 2m (MR ) 1 
for the case (a), and 
(38) 
sin 7 
S3nP In a3: nz nz. n 
1 _rEjR Eee nz ‘2% 
k 16 15 tanh 3 sech Z- sin —- 


n? 
? 2 
1,855...) n (" = 


Ss 1 0.7 
+ > en ji au 7 tan Z27scch "Tin At 


for the case (b). 
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These transformations were carried out with the aid of following summation formulas: 


m? z[1 nn 7% na 
2 (m + ne — sm + zschz)) re (39.a), 
1,8,5...) 
ee De 
a (ae + m Emelm an 2 zsech a Ne . (39.b), 
"(1,8,5...) 
2 msinmzne m sech? 77 1 LE. \ 1 
— (m? AT n2)2 = 8n 5) 7 5in 9 z eoshna(y— ) 
13,8... 
ee £ h 1 nat 
u sinhnz De cosh — u (39.c), 
and 
. ma 
m sin ag SE 
2 Koazr, Fon ee tanh 7” 3  sech >" Re A NEE (39.c’). 
(1, 3,5 


Further, we can rewrite the expression (35) in a more convenient form to retain the significant 
figures when m is large. This is 


m -7 1\-% 2 es 
Sam =" len 260 (e wi]? tenle° +)e9 


I 12/163 2. m? pe NEE 
ee, a ee 3 3 
+97 m+3[07 9 Melzer 
2 — 
9 
1, 2 m? G„ 127.2. ne 1.3 dei Ye 
ee +57 —: I \ im (e ® +1)e lee u ihr > 
m 9 Ber 2 E ja 0.7 
9 9 
in which 
ride (eT”= + 1) (3.3 + 0.7 ma cosech mr) cosech mr 


10.89 — (0,7 mr cosech m rn)? j 
ne ;@3 mt 


_ eosech mn {5.445 (1 + e7””) + 1.155 mr cothmz + 0.35 mr (3.3 + 0.7 mn) SET (41). 
10.89 — (0.7 m cosech m x)? 


and 
1 
zu — 0.7 G„) 


Returning to the expression (32), let usinvestigate some points that need attention concerning 
numerical calculations. 


Now, we have the relation 


Peanzeb) 17 RE; nah — nach E- 
sin — 9, 08577 = (—1) 05 5 UHREN I 
E |. 
and by setting Fk ö, we obtain 
5 TT 0, n-—1 nz 
sin — eny?® a7 ö 
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Especially, in case of = 


IngU 2 0 
Nırz cos > ö n—1 Rn 7; sın 7° 
ee 5 ey 3 
Pr n? 2 = s) do — 
Kan oA 
n—1 Em 2 
= BAnE ()?n 135 
An\— 
n 
r h 5, g j 
Since AT er in this case, it becomes 
s+n=s[l+7)= sa +9 =, 
and 
n+s 
y?-jeel. 
If 
> GEB; 
sin 
sr | a Ei. (42). 
me Th 7 = As De 
s2— n? — 
a2 
Finally we have 
1sind,»—sinf,b _ 2a a\ (43) 
m. "gg Asıı: 188% > ; 


With the same process, we can introduce the same relation with regard to the factor in the 


equation (25): 
(— 1)* sin B, b, — sin ß,b, 
Pan — 


= ‚ we must calculate this value by the following process: 
n 


Gets 


In view of the above discussions, we can obtain the equation determining unknown E, for 
the aforesaid plate under the uniform load q or a point load P by using the equations (37), (38), 


(40) and (41). 
Equation (37) is a system of linear equations for E,, 


holding for each value of k and s, but 


limiting ourselves now to the first twelve constants, we can obtain the approximate values of E, 


asareshownin Tablelfork,s=1,3,5,...28. 


Table 1. Numerical factors & and a’ for 
EB, =aqaandA,=a’P 


8 & a 

l — 0.2037 — 0.3366 
3 — 0.1264 — 01777 
5 EZANTOTS 10.1308 
7 — 0.0739) 0.1001 
9 — 0.0849 | — 0.1143 
11 — 0,0813 | —0.1099 
13 — 0.0816 | — 0.1092 
15 —.0.0868. | ' 0.1168 
17 — 0.0768 — 0.1026 
19 — (0,0774 — 0,1034 
21 | — 0.0787 — 0.1012 
% | — 0.0759 — 0.1010 

Remarks: 


Es: for the plate under the uniform load of 
intensity q distributed over the entire 
surface of it. 


for the plate under the concentrated 
load P at the center of the surface. 


Ex: 


7-0,803) 0,805 | 
(-0,800)0,807 | 


o 
IS 
Dt 
S 
S 
Ss 
' 
S 


y 


ig. 4. Distribution of the slope along the edgeer = 0 
Remark: Numerical values in the figure must be 


multiplied by 16 q a®/D n® 
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Now, it may be of interest to observe the accuracy of our solution obtained by foregoing 
constants E,. Returning to the boundary condition expressed by the equation (9),me, 
9-0 + Oz=0 = 0 (bb, <y<b), 


in which ©,-, is calculated by (17) and ©,-. is obtained by substituting E, in Table 1 into (16), 
and evaluating (19) with these values of ©, we can find that the process which we have derived 
is good enough for practical use of this problem as is understood by Fig. 4. 

Here, Fig. 4 shows the distributions of the slope ©,-o, in the parentheses, and ©,_o along 


the edge x = 0 and it can be observed that the slope disappears practically only in the portion 
which is clamped. 


(2) Deflection 


The accuracy of the equations (26), (27) and (28) in the previous article is commanded by 
that of E, (E,) and, in our problem, we have obtaind the numerical results of the deflection and 
the bending moment retaining the value of three significant figures. 


a) Deflection of the plate under the uniform load q 
In this case, the expression (26) becomes 


16 a? sin z" m nz n (n2 . MS 
Dan 2 sE, 2 2 Se fi se +17) 220) Sn gt 
DEE RL 28.) 13,55) 
where ; Gr 
U.) = Si" y 70h" Y) Gm En (oz —Y + 7 voosh”"y) Hm 
a, a Pe EN (45) 


Rewriting some parts of the double series in this expression into single series by the use of (39.c) 
and expressing (45) by exponential function, the expression of wy takes more convenient form 
for evalution: 


. nz 
sin — 
16 a? 32 a er; 1 T 
— > > ER IND ——_Lsmh=  eosh Ei 
Wy BDmRz sE, 2 „m an 35 sin 5 cos n2(5 | 
0:2,8.23- 00,38...) 9 
1 1 n 
(a7) man (54) on sin 
n n? IN ar 
-r > et) U„(y) BE Fer re a Er oe (46), 
(1,3,5..) 
where 
3 13 mn \&) De mr mn 1.3\ em) - v 
Un(y) = re 2 +u)gte ur ke Be: (47), 


in which &,, &m, Em and G„ are already given in (41) and (36) respectivly. 
On the other hand, the deflection w, produced only by the given load is computed by 


16 g a ein = nz n /n2 
er ee Lee ee A): 
RE, 2 2 (m? + n?2)mn ji a un Es 0) a 
1:8:9..1.(,,8,9...) 


Furthermore, this can be written more conveniently by using formulas (39.a) and (39.b) and we 
obtain 


[ ng 
sin — y 
16ga® | a n 27, „mr 0.77, cp 7 U,()! 
Di nee AD > (mn) mn ' mim 9 3 2 J 
(13,8. ls 


er _,... 2.9 
a 
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With the expressions (46) and (49), we thus find the deflection surface w by superposition: 

| v=w, + UWy- s 
The maximum defleetion wy., arises at the center of free edges and Table 2 indicates how the 
ratio w/W,.a, moves for each point of the plate and Fig. 5 also shows the deflection surface by the 


method of the contour lines. ’ 
Table 2. Values of w/wmar 


I 

U 0 01-08 | 0.3 | 0.4 0.5 

yla x | 
0 o | 0.304 | 0,581 | 0.804 | 0,949 1.000 | 
0.1 0 0.259 | 0.501 | 0.702 | 0.836 | 0.883 | 
0.2 0 0.209 | 0.424 | 0.613 | 0.742 | 0.788 | 
0.3 0 0.149 | 0.350 | 0.537 | 0.666 | 0.712 | 
0.4 0 0.101 | 0.295 | 0.484 | 0.615 | 0.662 | 
0.5 0 | 0.088 | 0.275 | 0.464 | 0.597 | 0.644 | 


EIEBUBPZ 
BBUBTETDZR 
IFAVATV HE 


W = 0.0711 qgat/E h* 

-,.: Simply supported edge 
——— : Clamped edge 
———: Free edge 


Fig. 5. Contour lines of the deflection surface of the plate under the uniform load g 


b) Deflection of a plate under a point load P 
Expression wy of this case is similar to (44), exe ‘e j i 

e er M us case is similar to (44), except replacing the constants E, by E} shown 
Further, w, now becomes 


N 
sın ——— Sın 


4AP« 2 2 

se = 2 h „ JUTR n /n? 

im 2 fon \ re + 17) Und)! sin MT, (60), 
(178,8...) (1,86...) 


where U,„(y) is given by (47). 


M. Kurarä and H. OkAMURA, Bending of a Rectangular Plate with Two Opposite Free Edges... 321 


By the use of formulas.(39.c’) and 


n BUTTON 0 MiR= 
De Herren (ol), 


(1,3,5...) 
we can rewrite (50) in the form: 


BERLIUIE 
SIN.—— 


Wr; 


_ 4Pa Berung w fl 0.70, ‚ma ‚mx 
== Das 2 2 (m® + m3)% ARTEN wen Er tanh = sech U„(y) 
(1,3,5...) ((1,3,5...) 
MI 


IR TER 
x a Eee ee FR 62). 
Finally, we have the deflection w as 
w= W, + Wy.- 


The maximum deflection arises at the center of the surface and we have Table 3 and Fig. 6. 


Table 3. Values of w/wmazr 


ie | ) 0.1 0.2 0.3 0.4. 00 
le SIE: E 
0 0 0.183 0.362 0,519 0.628 0.668 
0.1 0 0.179 0.361 0.528 0.649 0.693 
0.2 0 0.169 0.360 0.551 0.693 0.746 
0.3 0 0.141 0.357 0.584 0.762 0.830 
0.4 0 0.118 0.354 0.629 0.850 0.943 
0.5 N) 0.109 0.353 0.635 0.879 1.000 


W = 0.1027 P a2/E h? 

==; Simply supported edge 
: Clamped edge 

: Free edge 


Fig. 6. Contour lines of the deflection surface of the plate under a central point load P 
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3) Bending moment 
a) Bending moment of the plate under the uniform ladq en Ka, 
In order to find the bending moment produced by the resisting moment M,, we start with 


obtaining as follows: 
02 16 3 m? , nn n a : | 
a — —3Dn 2 Er 2 2 n2 (m? + n?)2 Isin a ytn mt 1.7) Und) 
8 = 2 ‘ 


x sin u z "—.. 63), 


O2Ww y 16 3 m pP} . nn 22: n® 1%7 U, 
u DEZ DZ rn na + 17] UM 
WEB...) in) 
x sin 2.54), 
where U„(y) is given by (45) and U„(y) is obtained by 


‚ m 27 -. , ma 
Un(y) = (rose 9) Gm a: (nr + u) 


I ,, mx 
=— 07 sinh gr N a re (55). 


Further, with the aid of summation formulas (39, c) and (51), we can rewrite the expressions (53) 
and (54) in the following form: 


2 AUEE 
sin —— 
wy 16 3 
oe 3Dm re 2 2 A: 
5 Ber 
z\ , N% m min n" . mr 
I in — —[— +1. —— .. 5 
x jr 2) sin —-y == 2 (mn & + ) U„(y) sin z ; (56) 
(1,3,5...) 

sin — 

0 3Dn 2 sEı 2, 2ı AR 
REN ER N er leg | 

N LTE mEn n? - . mr 

x jr (@) sin —y — 2 (mi + nie = E- 17) U,„(y) sin 2 = NIE 
(1,3,5...) } 
where . } 
4 
© TT 1 2 nz IR : 
Yn (%) — gesnz(3.) sech —= — Yn ) a ER" 
and 
ü 
RR ne RmIl en 1 % 1 x 1 Ü nz 
— m spe Bi Din a J a‘ RER? erg Er I TE L 
”(<) 3 sech 5 E sinh 5 cosh na(5 ı) & ı) sinh nz | 5 3 cosh = (59). | 
Now, 0) takes more convenient form represented by the exponential function: - 


2 y 
mest 


Un(y) = RE Fe | en 
m er a 


1 i mt MIC 2.7 EHE: 
= 916 „a DEN ab Fein Sr 
Eier 21m + NM —_2m— + ai ) ent + (60), 
or U„(y) again be rewritten in another form: 


mn mn ß 
Sa 


Un) = Unly) He e m Fa (61). 


wie ee, ra I 


N 


M. Kurara and H. Oramura, Bending of a Rectangular Plate with Two Opposite Free Edges... 323 


With these values, we can getthe bending moments M/ and M, caused by the distributed moment 


M, in the form: 
B ; 2 
m nf RN = 


0x2 gu? 
s 2 ER a Dr ee (DDR 
ee ran? 
To obtain the bending moments caused by the given load, we introduce 
msin "7, 
uw,  1ög® x na , ng n (n2 
ae 2 2 (Bir nen (sn ee ve u. 17) 20) « (63), 
) 


(138,0...) (1, 3, been 
and 


z . MT 
O:w, 16ga rn , na n2 
dy? == Dr 2; 2 (m® + nd)em {n Um e n. 17) 20) . (64). 
) 


USERS. DM CHER) BE 


These expressions can be rewritten more conveniently by using the formulas (39,a) and (39,:b), 
I &., t F = 


Bo; * -1094@ Va se 121 mn 0.7n mn 
Pal Di | 2 GEL > sa. >) 5 sech? = 


(1,3,50.) 3,5:..) 


x U„() a . (65), 


and 

Odw, 16ga2f 1 u warm ag naar 0.2 Mn 

De] DT a Er 
(1,3,5...) (E)3,1D8°.) 


x U/,(y) sin = i (66). 
Here, the expression %,, “) is derived by the replacement of n and x with m and y respectively 


from represented in (59). Using (65) and (66), we can get the bending moments M, and 


M, under a given load in the same way as is shown in (62). Finally we can calculate the bending 
moments of the present plate by the superposition of 


M,‚=M,+M; and M,„=M,+My. 
In the next step, in order to find the clamping moment M,, we go back to the expression (15) 
with putting db, = = aand b, = z and we obtain 
WEN — A) 
I Pin N ER EST): 
M, > ‚sin - (67) 


(A 


24] 


; a 
For instance, the clamping moment at E 0 andy = 2) becomes 


Er eis: n 
M,=(M,_«) = N Esn— =E—E+E, Be io). 
2 s 
(1,3,5...) 


Using the expression (30) by means of limiting process, we can also get another expression in series 
for the same clamping moment but, in this case, we find slower convergence, compared with the 


above expressions. This value shows the convergence gets gradually worse with approaching 
22* 
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nearer the position where the boundary condition changes from clamping to simple supporting, 
therefore, we must compute this value with the aid of so-called EuLer s transformation?) which 
improves convergency .of alternate series. Especially, the stress concentration occurs at the 
particular points = = and 7 = 2. where the boundary condition changes, and the series (67) 
diverge. Therefore we can not get the numerical value of the moment at these points. 


The bending moment diagram for the plate under the uniform load g is given in Fig. 7. 


(a) Bending moment diagram along y = a/2 (b) Bending moment diagram along x = a/2 


Fig.7. Bending moment diagrams for the plate under the uniform load q 
Remarks: SM a ng 5 My 
Numerical values in the graphs must be multiplied by ga*® 


(b) Bending moment of the plate under a point load P 


In this case, using the expressions obtained in the foregoing section (a) and replacing E, by 
E,, we can get 


x Tt 
Owy 16 > uns % N = m?n n2 
> sE! me neun en N >; 
0x2 3D2 2, NT RE 1" | =) Be — (m? + n?)? ® $ ) 
be 18,5...) 
R , m 
x U„(y) sin Ei (69), 
and 
wu 16 S sing j x nz m?n n? 
u sEL u ]ms yo en Ne 
PI Sg: 2, 2, „nm (* (a) er 2 (m? + n2)® E + 17) 
Bd. LEN u (1,3,5,.,) 


x U,(y) sin —_ z| (70), 


AD UAEe: : h 
where % (<) Y 2) Un(y) and U„(y) are as defined before in (58), (59), (47) and (61) respectively. 


Substituting (69) and (70) into (62), we have the bending moments Mz; and My correspond- 
ing to each direction x and y produced by the resisting moment. Further, to obtain the bending 


?) K. Knorr, “Theory and Application of Infinite Series’’, London and Glasgow 1954, p- 244. 
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moments under a given load, we introduce 


0°w, AB m? Pe 8 Tu BIN mr m 
em nl 4P 52 > Ben DEN z/1 ; 7 
0x2 DEE | Te a) Ver gee = Aa 4 a 2 er 


(1,3,5...) (Q,3,5...) 
. mn . mo 
an DE Sm Er lZ14 
and 
Ow, 4P n? Ber nor a a ie ms mn 
na | ee An er et) 
(3,5...) (Q,3,5...) 
Emo Te 
x sin sin z. (72). 


With these values, we can get the bending moments M, and M, under a given load in the same 
way as is shown by (62) and finally we have the bending moments M, and M, by superposition 


M.=M,+M; and M,=M,+M. 
Now, using (67) and replacing E, by E,, we have the magnitude of the clamping moment. For 
instance, the clamping moment at[r = 0 and n = = is given by 
De Soc ’ N N ’ r 
M, =(M «) ep Esn— =B—-BE+E—E+.. —Ey...(M). 


an s 
3) ö 


Fig. 8 shows the bending moment diagram for this case. 


(a) Bending moment diagram along y = a/2 (b) Bending moment diagram along x = a/2 


Fig. 8. Bending moment diagrams for the plate under a point load P 


Remarks: Mn Bor My. 
Numerical values in the graphs must be multiplied by P 


6. Experiment 
In order to obtain an adequate experimental confirmation of.the results of the theoretical 
analysis, the numerical results obtained before have been compared with the results of some 
tests. 


(1) Description of apparatus 

The present experiment has been carried out by the following manner. 

Two opposite sides of a test plate are caught between two rigid steel rectangular frames 
having the knife edges along its opposite insides in a way to satisfy the boundary condition of 
simple supporting and also the some parts of these sides of the test plate are sandwiched by the 
additional steel blocks which are placed adhering closely to the outside of the knife edge and 


fixed tightly by bolts and an el a | 
two opposite sides of the test plate 1s laıd iree ın s s er r 

oa Ne the uniform load is applied by an air bag and the point ei, given bya lever. The 
accuracy of the uniform load is retained within the range 0,01 kg/em? with the aid of a mercury E 
manometer and the point load is applied in 2 kg inerements by the weight. s 


(2) Comparison of the experimental results with the theoretical concelusions x 
(a) Deflection Bass 
The deflections have been measured by dialgauges at each point dividing into equal 10 


arts along the center lines = a/2 and y = b/2. ai 2 IT F 
: Now. it may be of interest to compare the experimental results with the theoretical ones. | 


The data for the plate under the uniform load are given in Table 4 and in Fig. 9. 


; i f caleulated and observed deflections (mm) for the test plate (aluminium plate: 
re en u mm, Young’s modulus — 663,000 kg/cm?) under the uniform load (0.01 kg/cm?) 


Observed points MT | 2 = | 4 | 5 | 6’ 7 | 8 | Yy | 10° 


| 0.0120 | 0.0374 0.0080 | 0.0000 | 0076| 0.0900 | 0.0966 | 0.107 Fr Kr 
Deal en 0.040 Ye: 0.082 | 0.088 | 0.091 | 0.097 | 0.108 | 0.116 | 0.185 


Fig.9. The shapes of defleetion along the 
two center lines of the plate under the uni- 
form load distributed over the entire sur- 
face of it 
Remarks: 


: 7 tical 
[e} : Experimental » 


The data for the plate under a point load at the center are given in Table 5 and in Fig. 10. 
The experimental values of deflection agree very closely to the theoretical curves. 


Table 5. Comparison of caleulated and observed deflections (mm) for the test plate (aluminium plate: 
300 mm x 300 mm x 2.97 mm, Young’s modulus — 690,000 kg/em?) under the eoncentrated load (1 kg) 


Observed points | 1 2 3 4 | bs let” Fe Br” | 10’ 
\ i I 
Theoretical ' 0.0056 , 0.0180 | 0.0325 | 0.0449 | 0.0511 | 0.0482 | 0.0424 | 0.0381 | 0.0354 | 0.0342 
Experimental 0.006 | 0.019 | 0.0325 | 0.045 0.0505 | 0.047 | 0.042 | 0.0385 | 0.0355 0.034 
[7 7 2 3 4 r! 6 7 8 9 u) 
25 
0 7 2? 3 4 5 6° ki 8 9 70 


Fig. 10. The shapes of defleetion along the two center 
lines of the plate under a point load at the center of 
the surface 

Remarks: 
———: Theoretical 
(© : Experimental 


en 
“ 
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(b) Bending moment 


The strains in x andy directions at the center of the surface of the plate under the uniform 
load have been measured by wire resistance strain meter and the results are listed in Table 6. 


Table 6. Comparison of caleulated and observed strains at 
the center of surface of the test plate (aluminium plate: 
300 mm x 300 mm x 3.98mm, Younx@g’s modulus 
= 690,000 kg/cm?) under the uniform load (0.01 kg/em?) 


Observed point5 &r | 


&y 
| 
Theoretical | 29.4x 10% — 10.7 x 10-6 
Experimental 29.8x 10 — 10.6 x 10-6 
en | — 1.4 + 0.9 
Remarks: 


€&r — Strain in x direction, 

&, — Strain in y direction, 

Theoretical value — Experimental value 
Theoretical value 


Ware 
a 


x 100. 


The experimental values of strain is in good agreement with the theoretical ones. 


The measurement of strain in the center of the surface of a plate under a point load has been 
neglected because we have not the corresponding theoretical value. 


7. Comparison of some results of the plates having two opposite free edges 


It will now be interesting to compare the numerical results of the partially clamped plate 


in the 


present paper (clamped portion: h = a/3) with the numerical ones for the plates (h = 0 and 


h= a). This comparison is listed in Table 7 together with some experimental results. 


Table 7. Comparison of some results of the plates having two opposite free edges 


Uniform load Concentrated load 
Edge conditions 
Theoretical_ Experimental Theoretical Experimental 
W = 0.1430 0.1380 (+ 3.5) W = 0.2533 0.2460 (+ 2.9) 
M; = 0.1225 0.119 (+ 2.9) 
M „= 0.0271 0.0265 (+ 2.2) 
MO M=0 


W = 0.04 | 7) 

My; = . 5 . ) 

M,= — 0.004 — 0.0035 (+ 12.5) 

= 20108 M; = — 0.19 


8 0.0461 (— 0 W = 0.1027 0.1015 (+ 1.2) 
1 


5 
6 1.0:057. (— 


= 
ur 


Remarks: 


% 


oo Bw 


Manusk 


. Values in the parentheses = - 


8. 


Values of W represent the deflections at the center of the plates under a uniform load g and a central 
concentrated load P. 


In this table, Po1ssox’s ratio v = 0.3. 


ripteingang: 16. 5. 1959 


Anschrift: Prof. Dr. Muxeakı Kurara, Faculty of Eng., Osaka City University, Osaka (Japan), 


Assistant HIROKAZU OKAMURA, dto 
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_ Überschallströmungen um p 
ee. 


. - - i eu E r I Fan 
2 In der vorliegenden Arbeit wird ein zur praktischen Durch, 
geeignetes Quellsenkenverfahren für die Berechnung des Druckes 
Ti im Überschallfeld pendelnder Drehkörper beschrieben. > 

ee A source-sink method, suitable for electronic computers, is given or c01 

Br. on solids of rotational symmetry oscillating in an supersonic field Wick arbira 
“ B Hacronımeii pa60Te ONHChIBAeTcH MEeToA HUCTOYHHKOB-CTOKOB HA BbIY ee 
ä a NOBePXHOCT Te BPAlleHuA, KOMeÖMOMUXCH C IIPOW3BONBHOH sacroroä B 
10.1e. ITOT MeTON HPUMEHHM MIA IIPAKTMYeCKUX BbIYHCHICHUÄ HA SIERTPOHHBIX 
MallmHax. 


sb: — uw 

» A 

: ne , 
M 


ü 


f 
er, 


Pi 


ı 


| R al | 
} $ 1. Einleitung 0: En 

Das bekannte Singularitätenverfahren der linearisierten Theorie von v. Kir» x und N 
[1]2) zur Berechnung von stationären Überschallströmungen um axial angeströmte spi 


= hinreichend schlanke Drehkörper wurde zunächst von Tsıex [2] auf den Fallschwach 2 gest 

vi und später von Sauer [3] auf den nichtstationären Fall langsam und mit geringer Amplitı 
Bi pendelnder Drehkörper übertragen Ye 

rn Ein anderes Verfahren zur Berechnung von Strömungen um pendelnde Drehkörper wurde 
E = von Harz [4] entwickelt. Dabei werden die als Randbedingung auftretenden Integralgleichungen 


rg für die Belegungsfunktionen nicht, wie bei v. KArmAn und MooRE, numerisch gelöst, sondern 
ER - in lineare, gewöhnliche Differentialgleichungen überführt. Ferner sind bei Heınz neben den von 
Er Sauer betrachteten quasistationären Beiwerten für Normalkraft und Moment noch die nicht- 
A stationären aerodynamischen Beiwerte erklärt. E= 
| Weitere Methoden, Strömungen um langsam pendelnde Drehkörper zu bestimmen, kann 
man angeben, indem man die Arbeit von SAUER etwa dergestalt modifiziert, daß man an Stelle 
des Singularitätenverfahrens von v. KArmAn und MoorRE zum Beispiel dessen Verallgemeinerung 
von STETTER [5] oder die des Verfassers [6] zugrunde legt. Eine andere Möglichkeit wäre, vom 
Quellsenkenverfahren von PROBSTEIN und CHARYK [7] auszugehen. E 
In der vorliegenden Arbeit lassen wir die bei SAUER und Heınz gestellte Forderung der 
langsamen Pendelung fallen und beschreiben ein zur praktischen Durchführung mit elektronischen 
Rechenanlagen geeignetes Quellsenkenverfahren für Drehkörper, die mit beliebiger Frequenz 
(soweit dies im Rahmen der linearisierten Theorie physikalisch sinnvoll ist) eine allgemeine 
elliptische Pendelbewegung ausführen. In der Methodik bauen wir dabei auf der Arbeit von 
SAUER auf, die gegenüber der von Hrınz den Vorzug besitzt, die Rechnungen auf Matrizen- 
operationen, welche sich bekanntlich mit Rechenautomaten leicht erledigen lassen, zurück- 
zuführen. s 
Der Kürze und Übersichtlichkeit halber haben wir darauf verzichtet, das Quellsenken- 
verfahren auch für die oben genannten Modifikationen der Arbeit von SAUER zu beschreiben. 
Aus dem gleichen Grund ist auch nicht auf den von v. Dykz [8] und vom Verfasser [6] unab- 
hängig voneinander untersuchten Fall eingegangen, daß Unstetigkeiten in den Ableitungen der 


Kontur zugelassen sein sollen, was sich ohne wesentliche Schwierigkeiten auf die vorliegenden 
Ausführungen übertragen ließe. 


$ 2. Grundgleichungen 
Das Geschwindigkeitspotential p(z, r, ®, f) genügt im Rahmen der linearisierten Theorie 
der Differentialgleichung 
Pe DR En 
ror, Möa8 "0 eo a + KU 
In dieser Gleichung bedeuten x, r, Zylinderkoordinaten, ? die Zeit, das = const A 


Schallgeschwindigkeit, M = const >1 die Macusche Zahl und « — YM®—1 den Cotangens 


des Macnschen Winkels. Der Betrag der Gasgeschwindi keit der ungestörten Strö 
zur Ebene » = 0 ist dann durch 1 =M. di Ben . PHUnUIR Da 


1 : .; | 
Office, ne Mtzung des Air Research and Development Command, United States Air Force, European 


2 1 A D n ’ F j . 
De Die Zahlen in eckigen Klammern verweisen auf das Literaturverzeichnis am Schluß der vorliegenden 
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Im Falle der stationären Strömung spezialisiert sich die Differentialgleichung (1) zu 


9 0 Luopsu, 15.080 
2% == — — — —— — 
ng an RE ee (2) 


und bei stationärer Strömung mit Achsensymmetrie zu 


Wir betrachten im Strömungsfeld einen hinreichend spitzen und schlanken Drehkörper 
der Länge ! (siehe Bild 1). Zur Zeit {=0 werde er unter dem Anstellwinkel ® = const an- 
geströmt, falle seine Symmetrieachse in 
die x-Achse, seine Spitze in den Koordi- 
natenursprungt=r= (, ferner sei zu die- 
ser Zeit die Gleichung seiner Konturkurve 
in einer Ebene ® = const durch r = k(«) 
gegeben. Um den Punkt x = b seiner 
Drehachse führe der Körper eine Pendel- 
bewegung mit der Frequenz » = const aus, 
die wir mit den Konstanten &,, &,{, und 
©, durch die Gleichungen 


el) =&,(1l—cosvt)+e,sinvtin =0 


&(h) = &,(1— cosvt) +L,sinvt in 0=5 (4) 


beschreiben. Als Gleichung der Konturkurve des Rotationskörpers zu einer beliebigen Zeit 
findet man somit 


r = k*(x, ®, t) = k(x) — (Ce —b)(e-cosw+L£-sin o) 


und daraus für die r--Komponente der Strömungsgeschwindigkeit an der Körperoberfläche 


dk* ok* ok* Ä 
a a tr Ian Veoh) — Unlecosw + L,- sin o) 
+ [U% & — v &ı (e — b)] cos w cosy t— [Ua & + 9 ©, (C — b)] cos w sin v £ 
+ [U & — r&ı (@ — b)] sin w cosvt — [Us +r&, (ce —b)]sinosinvt .... 60). 


$ 3. Anfangs- und Randbedingung 


Für die Ausgangsgleichungen (1) — (3) lassen sich mit m, n und ö als Konstanten durch 
LEGENDREsche Funktionen 2. Art und Bzsserfunktionen darstellbare Lösungen angeben (siehe 
zum Beispiel [9]) und zwar 


= gp0 = (Ya2 Ber 12) D, De N BEE EL NE (6), 

= gV — (Ya — o272 ” Om ee N (7), 
0) In j (ö Ya: — a? r2) v6 (a? a il 

a Eee 


der Reihe nach für die Differentialgleichungen (3), (2) und (1). Wir versuchen deshalb wegen 
v 
Gleichung (6) mitm=1 und ö= = 


für das Gesamtpotential g(z, T, w, t) folgenden Ansatz: 


je.e) 


AR, T,o@,D) = Un (x +Brcosw) + 9x, r) + yPz, r) - cos ® + yS’z, r) - sin ® 


vM 
+ yPz, r) - cos w + [yP@, r) - sin © + ySP@, r) - cos @] cos ri a2 do ) 


r M 
+ [y&(z, r) - sin @ + pP, r) - cos w] sin b t— An ) EN (0) 


mit k=1,3,3und !=1,2,3,4. Die Randbedingung verlangt ; Fey ! 
fläche. Diese Forderung wird ebenfalls nur in einer der Zeit {= 0 entsprecht 


Drehkörpers und ferner lediglich an N hinreichend benachbarten Stellen [x,, 7 = K(z,) | 
a Br IRRE ee erfüllt, d.h. wir fordern, wie man mit den G sichun D | 


und (9) leicht bestätigt, 


®, ee 2, ES 


Or er 
op’ »Mx WPD. rMz 
er = ad A er = at do 


Ye ME ME _ sam eoh, 
er AR eo a U rent ) 


ut, in Butzuk 


= Us — rs (0 —b), z 


ee _- = — Us me; = —bB E 
ar a r ar ee & vl ) 
ayQ »Mz ayD »Mx__ Er 42 2 
Brass ar as de ad A a id Be 


»Mz, 
ad 


an den Stellen (z,. r,), oder mit den Abkürzungen ce = cos und s=sin in etwas 


“anderer Schreibweise: 


NEST) Bari) 


a 
2% 


1 1 1 
» yz, T,) Fe r vilz,. rn = & PUT r,) Et Ux 3 
Mao) = TUR rt u —dHIc— [Ur tra —dls, ne 
rer) = [TU ra —dIc— [Ur tra —bls, 
vera r) = — [Urt Hr —dIc— [Ur — ra. —bls, 
ven) =— [Ua + Me TU ee 


Nach Festlegung der Teilpotentiale durch Anfangs- und Randbedingung bekommt man 
mit Gleichung (9) den Druck p aus 


pP = Ber ı A (u Er %) Ei... 12), 


wo die Konstanten p und 0, Druck und Dichte der ungestörten Strömung bedeuten. 


$ 4. Einführung spezieller Funktionen 


Im Hinblick auf die Lösungen (6)—(8) und den Ansatz (9) führen wir nun drei Funktionen 
f@&, r), g@&, r) und Az, r) ein, die samt ihren ersten Ableitungen nach x und r für z—ar=0 
verschwinden sollen; weiterhin sollen 


f& r), g&,r)-explio) und h(z, r) - exp | (o +rt— EM, ) 


a ax 


| 
er 
$ 
£ 
£ 
£ 
3 
B 
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F 
. 
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der Reihe nach den Differentialgleichungen (3), (2) und (1) genügen. Mit den durch 


Fr r) “N fe r) für 2 —&T >o0 g(z, r) für z—ar >o 
für z-ar<o? RN für z—ar<0 
und ae 
h(z, r) für EINE RN 
HD =) für rn) 


definierten Funktionen F,G und H schreiben wir die 
Teilpotentiale des Ansatzes (9) mit ,=1,=0; &,,, = 
%„— «ar, (siehe Bild 2) in der Form 


BEZ UN Re En, 
o—1 
N 
1 70,1) = am Dr, = vi, DU 2u6@—Eun), 
. 3). 


N N 
vP(z, r) Fa cHEr En r) > ve, r) = ZEH Me r), 


Pan =2eH@-En, Pan SlH@—E,n 
o—1 


Mit den in $3 erklärten Abkürzungen c und s liefert die Randbedingung (11) sodann für 
die 6 N Konstanten a, b,,...,f, die 6 N linearen Gleichungen 


Zahn Em-Ka)., Zum) =—1 

Fall Er 1) = [Ur Dle— [Urt + ds; 

I dh, u — En 7) = [nr (— Dle— [Una Hr —DI5, (14). 
Eat) = — [Urt trade Ur —dlS: 
Sr -&r)=- [sa tro,—ble— [Us a — re, —b)]s 


Die speziellen Funktionen 


—_ fm) er Bee er. PIERRE 
In = 19 VRR 
“ BEN rare x 
g(£, 7) = 9”, r) = Ben a (Ya? — 0? 7?) u r). 
Inne a2 Va? — a? r) (15) 
h(z, r) Fu h®%z, r) = Az, r) y7=% u DER t 
"EEE Ve — o2 1? 
R As ) 


2 \n er 1 23 TE . ; Y ae 
_ .[° A oo x ee a ner] Jan | az Ye —a = 
y v YR—o2r y#— or & doo 


(«—n)—0 v Pr en r 
(Aoa=er 
Für die ersten Ableitungen ergeben sich folgende Rekursionsl 


wen ran, en = In, 


- Bee oe w 
Uni, 
aren En | 


oh"), y2 g%z, r) hr+V(x, r) PD, 1) hO%z, r) 
nn ta) MER : 
ut 4 3. - en 4 E n2 [r-Dg, rn) — — Ze > ren h® (x, 2 


$ 5. Praktische Durchführung der Rechenarbeit 
Im Fallen =1 spezialisieren sich die Gleichungen (15) zu 


ia, n) = 24: Co — Ver, 
g&. ) = atr At Co) — — Yr—aar, 
h(&, r) = g(&, r) - V: (a (a Fee de - 
year ar y Fr) 
Br 7 a ee. 1; 


Man erkennt f(x, r) und g(x, r) als die bekannten Lösungen von v. KÄrmÄn, MooRE und TsıEn. 
Mit den durch 


für u2o RR 
Yuos = a Tu ’ Wa —- Yao —_ ’ Bao = & Rs T, Wyo g 
1 für au<o 


und 7,, = At Co] y,, definierten Größen y.o Wacr Bao Tus findet man für die ersten Ableitungen 
nach r an den Stellen (x,, r,): 


£ (X, on N) => —n Wo: Ir (X, = Eu T,) = a? (ts » Yuo Wu) > 
“ 2 & 3 
h, (Farm Eu T,) — V: . B:, Ir. { = =) . (18). 
3 
T Yao Daa | =) (sin Bao ze Rn cos Bao) + = = (ua Bar. AR sin Bach 


Nach Einsetzen dieser Ausdrücke (18) in die Randbedingung (14) lassen sich die Konstanten 


Ag da, ...,fs numerisch ermitteln; mit diesen Konstanten sind dann die Teilpotentiale durch 
die Gleichungen (13) gegeben. 
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Sense. sunuk. mstenulteie wuec ie EEE. 
' Mit Hilfe elektronischer Rechenanlagen können die numerischen Rechnungen ae - 

. operationen an Dreiecksmatrizen) ohne wesentliche Schwierigkeiten ieh werden. Der 
Kürze halber wollen wir den Weg nur am Beispiel des Teilpotentials Y”z, r) aufzeigen und 


speziell die zur Bestimmung des Druckes an der Körperoberfläche nach Gleichung (1 maßg 
lichen N Größen g%(z,, r,) herleiten. a = 

Durch (w,) = ® und (7,,) = 7% seien zwei N-reihige Dreiecksmatrizen % und £, ferner 
durch (9, r,)) =P, (a,)=a und (k(z,)) = f drei Vektoren p, a und fmit je N Komponen- 
ten eingeführt. Die ersten der Gleichungen (14) und (18) lauten dann zusammengefaßt 


ERUETT, Er SS EI EN ERRETE (19). 
Mit f.(z, r) = At Eoj — bekommt man aus der ersten der Gleichungen (13) | 
DE Ds ri er (20) 
und daraus schließlich mit Gleichung (19) das Endergebnis 
ee 1) 


Die Bestimmung der aerodynamischen Beiwerte, auf die wir hier nicht eingehen, geschieht 
nach Berechnung des Druckes noch müheloser, da sich die auftretenden Integrationen mit 
Rechenautomaten etwa nach der Sımpsoxschen Regel leicht erledigen lassen. 


Legt man zur Berechnung der Strömung nicht das Singularitätenverfahren von v. Kiemis 
und Mooze, sondern dessen Verallgemeinerung von STETTER [5] oder die des Verfassers [6] zu- 
grunde, dann werden die Teilpotentiale insofern komplizierter, als in den Funktionen der Glei- 
chungen (15) Indizes n > 1 vorkommen; dieselben Schwierigkeiten ergeben sich bei Verwendung 
des Quellsenkenverfahrens von Pogsteıs und CHary& [7]. Die Differentiationen nach r (für 
die Bandbedingung) und nach z (für den Druck) wird man dann zweckmäßig mit Hilfe der 
RBekursionsformeln (16) vom Rechenautomaten ausführen lassen. 


Schlußbemerkung: Zur Behandlung desselben Problems für den Unterschallbereich 
müssen zu den Lösungen (6)—{(8) weitere Terme, die Lesexoeesche Funktionen 1. Art ent- 
halten, hinzugenommen werden. Die Durchführung der praktischen Rechenarbeit verkompliziert 
sich dann insofern, als es sich nicht mehr um Dreiecksmatrizen, sondern um solche mit vollem 
Koeffizientenschema handelt. 
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| Zur Behan 


dlung elliptisch r partie ler 
mit funktionentheoretischer 


Von Erwin Krryszıie 5 E 


Die Lösungen elliptischer partieller Differentialgleichungen lassen sich auf 
Grundlage eher Een Als wichtiges Hilfsmittel dienen hierbei Be) Io 
‚ Iytische Funktionen in Lösungen solcher Gleichungen transformieren. In der vorlı de 
nächst auf die Anwendung funktionentheoretischer Methoden bei stationären zw nsiomalen 81 
kompressibler Flüssigkeiten hingewiesen. Der zweite Abschmitt betrifft eine neine Me 
führung von Integraloperatoren. Schließlich werden einige grundlegende Bigenschaften arı 
tionen dreier Veränderlicher unter Verwendung von Integraloperatoren untersucht. e 


7 The solutions of elliptic partial differential equations may be investigated by using as or 
4 Ä An important tool is Bergman integral operators which transform amı function: > sol 
2 equations. T’he first part of the present paper describes the use of function-theoretical methods 

stationary two-dimensional flows of incompressible fluids. T’he second part concerns a general method 0 
- ducing integral operators. Finally, some fundamental properties of harmonic functions of three variable 
r j investigated by using integral operators. VS 


NER 


zZ x 2 

2: PemeHuA IIUNTHUeCKUX YPaBHeHHÄÜ B YACTHEIX IIPOW3BOAHEIX MOSKHO HCcJIeNOBAaTb H2 

- OCHoOBeE Teopum JYHRIMÄ KOMILIEKCHOTO TepeMeHHorTo. BaskHelinmm ATez 

z CPeACTBOM IPH 3TOM ABIAIOTCA HHTETPANbHLIE OLEePATopbI, Ipeoöpasyıolme aHanuTuye % 

3 $yHKRIHM B pelleHuA Takux ypasHennü. B Hacronımeii pa6oTe upeskie Bcero ykasblBaetca Ha 
IIPuMeHeHHE MeTONOB PYHRIHÜ KOMINIEKCHOTO HEePeMEHHOTO K YCTAHOBHBIUUMCH IBYXMePHbIM 


TeJEHHAM CHiHMAEMbIX #HNKOCTeÄ. Cenyloman YacTb IOCBelleHa OoÖlNeMy METony Na 
y BBENEHHA HHTELPAJIBHEIX OLEPATOPOB. 3ATeM HCecJlelyIoTcH HEKOTOPbIe OCHOBHLIE CBOÄCTBA 


TapMOHNYecKUX PyHRIUHÄ TPex IIepeMeHHbIX IPH IIOMOINH UHTETPAJIbBHBIX OIePATopOB. 


P% 


1. Zwei Wege zur funktionentheoretischen Behandlung partieller Differentialgleichungen } 


Die einfache; Beziehung zwischen den harmonischen Funktionen zweier reeller Variabler 
und den elta Funktionen einer komplexen Variablen bildet ein Beispiel für den Zu- 
sammenhang zwischen der Theorie der Lösungen einer partiellen Differentialgleichung und der 

_ Funktionentheorie. Die praktische Bedeutung dieses Zusammenhangs für die Theorie der 
Strömungen inkompressibler Flüssigkeiten und andere zweidimensionale Potentialprobleme ist 
wohlbekannt. Es zeigt sich, daß sich auch die Theorie der ein- und mehrwertigen Lösungen 
allgemeinerer elliptischer partieller Differentialgleichungen zu einem guten Teil auf funktionen- 
theoretischer Grundlage entwickeln läßt. Man kann nämlich grundlegende Methoden und 
Resultate der Theorie der komplex-analytischen Funktionen in systematischer Weise zur Ge- 
winnung von Sätzen über Eigenschaften der genannten komplexen oder reellen Lösungen be- 
nützen. In den letzten beiden Jahrzehnten sind zahlreiche Untersuchungen in dieser Richtung 
angestellt worden, vor allem von S. BERGMAN und seiner Schule. Einen zusammenfassenden 
Überblick über den gegenwärtigen Stand der Entwicklung gibt ein in Kürze erscheinender 
Bericht von BEraman [1]. 


Zur Behandlung partieller Differentialgleichungen mit funktionentheoretischen Methoden 


oder unter Benutzung funktionentheoretischer Ergebnisse kann man die folgenden beiden Wege 
einschlagen: 


(A) Nach dem Vorbilde der klassischen Funktionentheorie läßt sich eine „modifizierte 
Funktionentheorie“ der „pseudoanalytischen“ komplexen Funktionen f(z) = u(x, y) + iv(x, y), 
z=z-+iy, entwickeln, bei denen u und v statt der CAaucHY-RIEMANN-Gleichungen ein System 
zweier allgemeinerer partieller Differentialgleichungen 1. Ordnung befriedigen. 

(B) Man kann Integraloperatoren einführen, die komplex-analytische Funktionen in 
Lösungen gegebener partieller Differentialgleichungen transformieren. 

Die vorliegende Arbeit befaßt sich vor allem mit einigen Grundproblemen, die bei der Wahl 
des zweiten dieser beiden Wege auftreten. Die bisherigen Anwendungen von Integraloperatoren 
zeigen deutlich, daß man, um die Möglichkeiten, die diese Operatoren bieten, auch praktisch 
voll ausschöpfen zu können, die grundlegenden Eigenschaften der verwendeten Operatoren in 
allen Einzelheiten kennen muß; die Definition eines Operators und die Kenntnis seiner ver- 
schiedenartigen Darstellungen bilden stets nur den Ausgangspunkt und bleiben ohne eingehende 
weitere Untersuchungen praktisch wertlos. Dies erklärt auch, daß, obwohl die ersten Anfänge 
der Operatorentheorie schon über 50 Jahre zurückreichen (vgl. z.B. [2]), der Gedanke an prak- 
tische Anwendungen erst gefaßt werden konnte, als diese Theorie wenigstens in einigen wesent- 
lichen Grundzügen entwickelt war (vgl. [3], [4] und die dort angegebene Literatur). 


er u See ureu ee 


* er a 
en \ ä u 2 wi D . a, 
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iptischer partieller Differentialgleichungen .. . 


igkeit des in 1] ‚gebotenen Materials zur Theorie der Integraloperatoren 
nicht darüber. hinwegtäuschen, daß zur Zeit viele grundlegende Probleme noch 
oder in für praktische und numerische Zwecke nicht ausreichender Weise behandelt 


e 


wollen ‚dies an Hand eines Beispiels kurz erläutern. Die Kontinuitätsgleichung einer zwei- 

E dimensionalen stationären rotationsfreien Strömung einer Flüssigkeit, auf die keine äußeren 
Kräfte einwirken, lautet ; 
EP, +ePd),=0. | n 


4 Hierbei sind x und y kartesische Koordinaten, ®(x, y) ist das Geschwindigkeitspotential der 
. Strömung und o die Dichte der Flüssigkeit. Diese Gleichung läßt sich als Integrabilitätsbedingung 
des Systems : 

Kane: ed. 0d-—V, 


auffassen, wobei Y(x, y) die Stromfunktion der Strömung ist. Da o eine Funktion des Betrages q 
des Geschwindigkeitsvektors q = (9,; 95) ist, so sind diese beiden Gleichungen nichtlinear. Lineare 
Gleichungen erhalten wir durch den Übergang zur Hodographenebene, d.h. durch Einführung 
der Variablen qg und © = arctg (q,/q,); es ergibt sich 


M?—1 AEG 
De eg Ye, ae Su aa nee PB: (21). 
M = qjle ist die MAac#-Zahl, c = (dp/do)"/?” die lokale Schallgeschwindigkeit und p der Druck. 
Im Unterschallbereich können wir die Koeffizienten dieser Gleichungen durch Einführung der 
dimensionslosen Variablen 


= [sl Moe... A Nu get (1.2) 


auf die (abgesehen vom Vorzeichen) gleiche Form bringen; wir erhalten 


Do = So) P,; D, = — (0) Fe 
mit . 
SFT NEE I) Te RE er a 
Diese Gleichungen haben die Form | 

u; = S(n) D, 1, EDER RE Bin (1.4) 


und können als Verallgemeinerung der CAUCHY-RIEMANN-Gleichungen aufgefaßt werden. So 
liegt es nahe, Lösungspaare dieser Gleichungen zu ‚„‚pseudoanalytischen Funktionen“ 


KO) = un) + ion) 


der komplexen Variablen d=&+ in zusammenzufassen und die Theorie dieser Funktionen 
nach dem Muster der Funktionentheorie zu entwickeln. Dies beginnt damit, daß man die Ab- 
leitung einer solchen Funktion f(£) durch 


[Od =-,. +i,=S10,—(ljS)u, 


und das Integral über ein rektifizierbares Kurvenstück C mit dem Anfangspunkt Z, und dem 
Endpunkt £ durch 


F() = [IQ dd = [u de — Svdn] + if [v d& + (u/S) dn] 


- definiert. Wie man leicht zeigt, gilt der 
Satz1. Die Ableitung und das Integral einer pseudoanalylischen Funktion sind pseudo- 
analytische Funktionen. Differentiation und Integration sind inverse Prozesse. 
Vom praktischen Standpunkt aus gesehen, bedeutet dies, daß man aus einem bekannten 
Paar von Lösungen der Gleichungen (1.4) durch Integration beliebig viele weitere Paare solcher 
Lösungen erhalten kann. Die ersten Ansätze zu einer derartigen Behandlung des Systems (1.4) 
stammen schon von Pıcarp und BELTRAMI, weitergehende Untersuchungen von BERS und 
GELBART [5], [6]. Es zeigt sich, daß man in der Theorie der pseudoanalytischen Funktionen viele 
: Resultate erhält, die Ergebnissen der klassischen Funktionentheorie entsprechen. Zum Beispiel 
zeigten BERS und GELBART unter Benutzung der Idee des Goursartschen Beweises des CAUCHY- 
schen Satzes: Ist f(£) eine in einem einfachzusammenhängenden Gebiet G pseudoanalytische 
Funktion, so hat das Integral von /(£) über eine ganz in G verlaufende rektifizierbare geschlossene 
Kurve den Wert Null. 


TR TEEN, ri La <° 


EEE UEHAUTT UV FRTERTEER 


Systeme der in (A) genannten Art treten bei verschiedenartigen Anwendungen auf. Wir 
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Es folgt nun ein kurzer Hinweis zur praktischen Verwendung der Integraloperatoren, 
wobei wir Fi vorstehend gewählte Anwendungsgebiet beibehalten und wiederum alle über- 
flüssigen Einzelheiten beiseite lassen. Wir gehen von (1.1) aus, eliminieren ® duch Den 
tiation, führen statt q die durch (1.2) gegebene Variable o ein und setzen u 2 


gemäß (1.3); dann ergibt sich | 
AY* + F(o) P* = 0 [A = 8/0602 + 02/002] . » » -.» > (1.5) 
F(o) = — S!2 d2(SY?)/do? . 


mit 


Die explizite Form von F hängt von der Beziehung zwischen p und o ab. Ist z. B.p= Ce 
(» das Verhältnis der spezifischen Wärmen), so erhält man durch Separation der Variablen zwei 
unendliche Folgen von Partikulärlösungen 


yÜ — 9,(0) cosnO, y® = g,(0) sinn, n=(,1,..., 


wobei die 9 hypergeometrische Funktionen sind. Unter Verwendung dieser Lösungen hat 
CHarLycın [7] die folgende Näherungsmethode zur Lösung von Randwertproblemen bei 
kompressiblen Strömungen entwickelt: Man bestimmt zunächst das komplexe Potential des 
zugehörigen inkompressiblen Problems und stellt die Stromfunktion Y dieses Problems in der 
Form 


9 = 5 (0 Pin 0, PB) 


n= 


o 


mit FR 
PD .oechen le, y@ — o"sinn® 
dar. Dann ist 


Y= S-ıR pr = S-12 5 (a, YO + d, WR) 
n=0 


eine Näherungslösung des gegebenen kompressiblen Problems. 

Verschiedene praktisch wichtige Probleme können mit dieser CuarLycın-Methode be- 
friedigend behandelt werden. Bei anderen Problemen fallen jedoch die folgenden Schwierigkeiten 
ins Gewicht: 1. Y erfüllt bei Rückübertragung in die physikalische Ebene die Randbedingungen 
nur näherungsweise. 2. Die inkompressible Strömung hat Singularitäten in der Hodographen- 
ebene, so daß die obigen Entwicklungen für % und jeweils nur in einem Teil des betrachteten 
Bereichs konvergieren und man auf ein Fortsetzungsproblem geführt wird. Selbst wenn man 
dieses für den inkompressiblen Fall mit funktionentheoretischen Methoden gelöst hat, so bilden 
die zugehörigen, in den verschiedenen Teilbereichen gültigen Funktionen, die dem kompressiblen 
Fall entsprechen, im allgemeinen nicht die Fortsetzungen voneinander. 

Um Lösungen im großen zu erhalten, muß man sich also nach einem anderen Zuordnungs- 
prinzip zwischen den harmonischen Funktionen und den Lösungen der Gleichung (1.5) umsehen. 
Ein solches läßt sich nach BERGMAN [8] in der folgenden Weise gewinnen: Man nimmt keine 
Separation der Variablen vor, sondern setzt die Lösung von (1.5) in der Form 


Y* — 3 An(o) hn(o, ©) (h,„ harmonisch) 
n=0 
an. Dann ist 


Ay% +Fprz > [An FF An) kn + 2 Aulln)o] =); 
n=0 
wenn 


le. de en 


h, beliebig harmonisch, (h), = — m_-ıl2 


gewählt wird. Dabei hängen die A, nur von F ab und sind durch die Zusatzbedingung A, (— oc) = 0 
eindeutig bestimmt. F hängt seinerseits nur von der Form der Beziehung zwischen dem Druck 
und der Dichte der betreffenden Strömung ab, so daß die A, nach Vorgabe einer solchen Bezie- 
hung ein- für allemal vertafelt werden können. Setzen wir hy, = Re f,, wobei f,(£) eine beliebige 
analytische Funktion von©=o-+i@ ist, und h„n = Re f. mit i 


[a 
ne =— + | ni) dr, 
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h dann ist die Rekursionsbeziehung für die Ah, erfüllt, und wir erhalten unter der Voraussetzung, 
daß /u(0) = 0 ist, 


c ” 5 c 
hn(o, ©) = Re fn(l) = Fe Re | fd) C-9-1d= Re | a 


Dies wird in den obigen Ansatz eingesetzt, und man bestimmt den Bereich der gleichmäßigen 
Konvergenz durch die Betrachtung einer geeigneten Majorante (vgl. [8]), worauf wir hier nicht 


' näher eingehen wollen. Setzen wir 


E@, 0,0) = I Tl mer, 
n=0 


so hat die erhaltene Lösung die Form 
: L 
Pi=neplfe)>=Re Ele, Or) yon an (1.6), 
5 


wobei /, auf Grund des gegebenen Strömungsproblems geeignet zu bestimmen ist, vgl. [8]. In (1.6) 
haben wir einen Integraloperator p vorliegen, der eine beliebige im Nullpunkt reguläre 
analytische Funktion in eine Lösung einer gegebenen elliptischen Differentialgleichung trans- 
formiert. E heißt die Erzeugende dieses Operators, und fo heißt die Zugeordnete der be- 
treffenden Lösung. 


Der vorstehende Überblick sollte auf einige Anwendungsmöglichkeiten der Theorie der 
pseudoanalytischen Funktionen und der Integraloperatoren hinweisen. In den folgenden Ab- 
schnitten behandeln wir einige Grundprobleme der Operatorentheorie. 


2. Eine Methode zur Gewinnung von Integraloperatoren 
Wir betrachten die partielle Differentialgleichung 
AT ee ana a ee (2.1) 


und setzen voraus, daß a, ß und y analytische Funktionen der reellen Variablen x und y sind. 
Setzen wir diese Funktionen ins Komplexe fort, indem wir auch komplexe Werte von x und y 
zulassen und führen wir die (für komplexe x, y unabhängigen) Variablen 


z=2-+-1y, #+=r—ig 


ein, so ergibt sich aus (2.1) wegen 
0 1270 150 O5 Saul . 
23 iz) ne ee) 


ww» taw+bw» +cw=0, Y(x,y) = w(z, 2*). 


die Gleichung 


Diese läßt sich noch vereinfachen. Wir setzen 


2*r 


w= uexp et a(z, &) a) 


[) 


und erhalten 
Lu))=u“».+Bwy.+Cu=0 ........... (2.2), 


wobei B und C analytische Funktionen von z, z* sind. Um Operatoren zu gewinnen, machen 
wir nun den Ansatz 


u=P(j) = f Ele, fo@d)HOE :......:. (2.3), 


wobei f eine beliebige analytische Funktion einer komplexen Variablen bedeutet und 9(, i) 
für k<t<l und alle endlichen komplexen z regulär ist. Beim Einsetzen dieser Darstellung 
in (2.2) tritt ein Glied auf, das die partielle Ableitung f, enthält. Dieses wird unter Benutzung 
von f; = /, 9,/gı partiell nach 2 integriert. So erhält man 


Ku) = [{LE) + MO HA + All, 
23 
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A A(z, z*, t) = Ex» H 9;/Qı 
und M(E) ein linearer Differentialausdruck in E ist, dessen Form noch von der Wahl von 9 u) 
und H(t) abhängt. Demnach gilt der | 

Satz 2. Ist E(z, z*, t) eine Lösung der linearen partiellen Differentialgleichung 


UE) + ME)=0 "Sn ER EEE 


2 A(z,2*%,k)=0 und Al, 2, DIEBE EN ei (2,5) 

gilt, so ist (2.3) eine Lösung der Gleichung (2.2). Se 
öti Ö ichung (2.4). ei 

Um Operatoren P(f) zu erhalten, benötigt man also Lösungen der Gleie 

wird man “ ), HU A die Integrationsgrenzen k und I! so wählen, daß (2.4) eine rn 

Form besitzt und (2.5) eine möglichst geringfügige Bedingung hinsichtlich der Erzeugenden 

des Operators bedeutet. Auf diesem Wege kann man verschiedenartige Operatoren zur Erzeugung 

von Lösungen der Gleichung (2.2) aus analytischen Funktionen erhalten. 


Beispiel: Für 9, !) =z(1—%)/2, hd) = (1 — 1? und k=—1, !=1 erhält gen (den 
BERGMAN-ÖOperator 


u(2,2*) —-B(f) = fE@, He BA) AB Md ..... (2.6). 


In (2.4) ist dann 
Er we: 
a rn 
und aus (2.5) ergibt sich die Bedingung, daß E„/2 zt für z = 0, t = 0 stetig sein muß. 
Die Wahl des Operators richtet sich nach dem verfolgten Zweck. Um aus funktionen- 
theoretischen Ergebnissen Sätze über das Verhalten der genannten Lösungen zu gewinnen, muß 
der Operator so beschaffen sein, daß er grundlegende Eigenschaften der analytischen Funktionen f 


invariant läßt oder in überschaubarer Weise transformiert. Hat der inverse Operator 


[@) = Pu) 


eine einfache Gestält, so kann man z.B. das Koeffizientenproblem der Lösungen u(z, z*) mit 
funktionentheoretischen Mitteln behandeln und auf diese Weise aus den Koeffizienten c,„„ der 
Entwicklung 


en N TEE 


oo oo 
u(z, 2%) = 3 I Omn ZU z#R 
m=0n=0 


einer Lösung u auf die Anzahl und die Natur und Lage der Singularitäten der betreffenden 
Lösung schließen; vgl. z. B. [9]. 

Wählt man für E eine bestimmte Klasse spezieller Funktionen (z. B. Polynome von t, 
deren Koeffizienten von z und z* abhängen), so ergeben sich aus dieser Wahl Bedingungen über 
die Form der Koeffizienten von (2.2). So erhebt sich das grundlegende Problem der Bestimmung 
der Klassen spezieller Erzeugender E und der zugehörigen Klassen partieller Differentialglei- 
chungen (2.2), deren Lösungen sich in der Form (2.3) mit einer solchen Erzeugenden darstellen 
lassen. Hierüber ist zur Zeit noch sehr wenig bekannt. Ein erstes abschließendes Resultat in 
dieser Richtung, und zwar über Operatoren (2.6) mit Erzeugenden der Form 


m 
E(z, 2*, ) = exp 12 ER id r\ , 
u=0 


findet man in [10]. Besonders bemerkenswert ist, daß die zugehörigen partiellen Differential- 
gleichungen (2.2) unendliche Folgen unabhängiger Partikulärlösungen besitzen, die zugleich 
gewöhnliche lineare Differentialgleichungen befriedigen, so daß man auf diese Weise die FucHs- 
sche Theorie bei der Untersuchung dieser Lösungen heranziehen kann; vgl. [12]. 


Der vorstehende Gedankengang läßt sich verallgemeinern und bei der Einführung von 
Operatoren für elliptische Gleichungen 4. Ordnung sowie für Systeme zweier elliptischer Glei- 
chungen 2. Ordnung verwenden. Im Falle solcher Systeme erhält man Operatoren, die analyti- 
sche Funktionen zweier komplexer Variabler in Lösungen der genannten Gleichungen trans- 
formieren. Da die Theorie der genannten analytischen Funktionen jedoch noch nicht so weit 
entwickelt ist wie die klassische Funktionentheorie, so haben diese Operatoren zur Zeit eine 
geringe praktische Bedeutung. 


ra die analytische Funktionen in Lösungen solcher Gleichungen transformieren. Trotz 
der erheblichen prinzipiellen Schwierigkeiten, die sich beim Übergang von 2 zu 3 oder mehr 
Pi unabhängigen Variablen ergeben, lassen sich auf diese Weise mit Hilfe funktionentheoretischer 
Methoden Ergebnisse gewinnen, die von praktischem Interesse ind. 00 0 
Wir betrachten die Larzaor-Gleichung 


en 
Al 


A E; | AN | Ms + Put Et a) Fr: 

= .. i : ie A E . 1 ; u 1 En : >. 

= I xX=t, 2=,@H+in, Zus erin) £ 
erhalten wir za 
’ Hyax—Hı==0, ER ZE ZIP Re gr) 

i _ Ist /(u, £) eine analytische Funktion von | ! LE LE BRD In ® 
E. ee ee Ze a RR A 
und Z, so ist Di : er 
| ı | N 

HZ =D =; | Kuda . N N Ei: 


Br. CH { ei=1 


eine Lösung von (3.1). Dieser Operator Q(f) wurde schon von WHITTARER [2], allerdings nur 
_ für lokale Untersuchungen, und späterhin von BERGMAN [13] benutzt. Indem man für f Polynome, 
rationale Funktionen, algebraische Funktionen usw. wählt, gelangt man zu einer systematischen 
_ Klassifikation der harmonischen Funktionen H derart, daß die Funktionen jeder solchen Klasse 
gewisse grundlegende Eigenschaften miteinander gemeinsam haben. 
Wählt man 
Hu, = ur Ugsanz, ml, Le), - 


AR 


so erhält man im wesentlichen Kugelfunktionen. Interessanter sind Funktionen H, deren Zu- 
geordnete /(u,Z) Singularitäten besitzen. Betrachten wir zum Beispiel “ 


i=&pwd,. 


wobei p ein Polynom in u und £ mit komplexen Koeffizienten ist, das für alle (x, y, z) in einem 
gewissen Bereich B des xyz-Raumes lauter einfache Nullenstellen besitzt. Dann können wir mit 
Hilfe des Residuensatzes einen expliziten Ausdruck für die zugehörige Funktion H erhalten. 
Nun hängen die Nullstellen von p von x, y, z ab und liegen für gewisse Punkte (x, y, z) auf dem 
Integrationsweg |Ü| = 1. Diese Punkte bilden gewisse Regelflächen, die den (im allgemeinen 
mehrfach überdeckten) reellen xyz-Raum derart in eine endliche Anzahl von Teilen zerlegen, 
daß H in diesen verschiedenen Teilen durch verschiedene analytische Ausdrücke gegeben ist. 
Jede dieser so erhaltenen Funktionen können wir analytisch in den ganzen Raum fortsetzen 
und deren Singularitäten untersuchen. Ähnlich ist die Lage bei komplizierteren rationalen 
Funktionen f. 
Umgekehrt kann man gewisse Typen algebraischer Kurven im reellen zyz-Raum vorgeben 
und dazu Funktionen f derart bestimmen, daß die zugehörigen, wie soeben beschriebenen fort- 
. gesetzten Funktionen H längs dieser Kurven singulär und sonst regulär sind. Z.B. gilt der 
einfache 
Satz 3. Es sei K ein beliebiger gegebener Kreis im xyz-Raum. Dann lassen sich die (komplexen) 
Koeffizienten a, b, c von 
fu, 6) = Cjla+ + WE +cA] 


so.beslimmen, daß die zugehörige harmonische Funktion H genau längs K singulär ist. 


Der Beweis ergibt sich mit Hilfe des Residuensatzes, aus dem folgt, daß die Singulari- 
täten von H in den Punkten liegen, in denen die Diskriminante des Polynomsa+(b+u)ö + cl? 
verschwindet. 

. Um die. Untersuchungsmethoden und die typischen Eigenschaften .der mittels Integral- 
operatoren gewonnenen harmonischen Funktionen noch etwas näher zu beleuchten, betrachten 
23* 


EC RE UREERERRTEIEN TE EEUON TEN 
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wir nun die Funktionen!) Een 
H (X, 2,29) = es (u — k)r (r1dd n ganz er‘ 
N k=x-+iA = konst. 
und deren Singularitäten. Den Integranden bezeichnen wir mit F. Es ist 
F=-Z> (6 - DEN er, 

wobei i 

„=R@DIR—-p), G=—Q@Z(R+p) [R=p+yP+2)”,p=t2—k] 
die Wurzeln der Gleichung 

B+ZUpE+ZIZr=0 


a} 


sind. F hat im Punkte & = £, das Residuum 


Ann = (Imrızom E a 


— 4 m 
oder wegen &, — 6; = R/Z 
om +i—1\(-n—A—N ynas 7 
Ann = De rm I 1 )( Fr  : 
und im Punkte £ = £, das Residuum 
"ZZ m+A—1\/-n—i—1 In 
Bun = Rad ID 5 )( na)? au 


Für n s — m hat F einen weiteren Pol im Punkt £ = 0, und das Residuum ist 


rm a an ee 
Cm Zum) Pa nee) NET 


A=0 
Es ist 


KlS1, Mist (wSRen). 


Auf Grund des Residuensatzes gelten also die Darstellungen 


Ann (X >Re k) 
Hm = = IEFEIER 3.7 
u > (c<Rek) Se, (3.7) 
bzw. 
Ann Cmn ; Re k 
Fl ln Va mr eh 2 EEE 
Dan + aa (x — Re k) 


Wir betrachten die Singularitäten der Funktionen auf der rechten Seite von (3.7) und (3.8) im 
ganzen Raum. Aus dem Residuensatz folgt zunächst, daß diese vier Funktionen längs des 
Kreises (bzw. für reelles k in dem Punkt) 


x=Rek, y% + 22= (Im k)2 ee 


singulär sind. Weitere Singularitäten können in Punkten des z-Ache y=z=0,d.h.Z=0) 
auftreten. Aus der Form der Residuen folgt, daß dies keine wesentlichen Singularitäten sein 
können. Um das Verhalten der Funktionen in einem solchen Punkt P zu untersuchen, können 


ı) Ein Nachteil der Integraloperatoren im Zusammenhang mit praktischen Problemen ist die Tatsache, 
daß die erhaltenen Lösungen im allgemeinen nicht in einfache 


ha 3 r Weise mit bekannten speziellen Funktionen 
zusammenhängen. Es ist deshalb bemerkenswert, daß, wie ma 


n zeigen kann, sich die Funktionen Hmn durch 
DEE Funktionen darstellen lassen, worauf wir in der vorliegenden Arbeit nicht näher eingehen 
wollen. 


u w 


TRADE 
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wir demnach £ = («, y, z) in irgendeiner Weise gegen P streben lassen, etwa lä i | 
x = konst. in der xz-Ebene. Für y = 0 wird ee re 


z 2? eb (TER) 
Does ... Te 1 
(a) = x & 
2q zZ 
Fr RE N 
TE MR 3.10), 
Seins (3.10) 
Bo a) 
®) ER ii 
37 Erw (TER, 
wobip=x2—k,qg=— pist und Ri, bzw. R, die Gebiete Re p > 0 bzw. Re p < 0 bezeichnen. 


Weiterhin seien X, bzw. X, die Teile der x-Achse in R, bzw. R,. 
Aus (3.4) und (3.10a) folgt: Für n > 0 ist Ay in R; regulär. Frr0>n> — mist 


—n 3-1 
| m) Vera gehe 


(3.4) beginnt mit dem A=—.n entsprechenden Glied, und in diesem Glied hat (&, Z)-” für 
te X, wegen (3.10a) eine Nullstelle der Ordnung — 2 n (> 0), während etwa vorhandene weitere 
Glieder Nullstellen von noch höherer Ordnung besitzen. Da der Faktor £? in (3.4) für re U, 
einen Pol der Ordnung — n besitzt, so ergibt sich insgesamt, daß A, für n > — m in Ri, regu- 
lär ist. Für n <—m ist A,,„ singulär längs X, und regulär in R, — W,, wie man aus (3.4) 
und (3.10a) sieht. 

Wir betrachten A„„ in R,. Daß A,n fürn < 0 in Ri, regulär ist, sieht man unmittelbar 
aus (3.4) und (3.10a). Aus 


A 


zemp = >) AIR 


v=0 z 


und (3.4) folgt 


Ann = DH! R=G > >= (” 5 . > ) = 2 Br f () (ZUR! 


Von dem Vorfaktor abgesehen, hat (Z £,/R)’ den Koeffizienten 


msi Neon Ai NN nafa—r—1 
Bun = I ( j )( me ee): 


und es ist 


Kun =0; v»—=u,1,..., n—1, (n=1,2,.°:,m—]), 


Für 0<n<m ist also (Z&,/R)" die niedrigste in (3.11) auftretende Potenz von ZZ,/R. Mit 
(3.10) folgt hieraus, daß A,n für n< m in R, regulär ist. Für n > m ist Kyno # 0. Hieraus 
ergibt sich, daß A, fürn > m längs W, singulär und in R, — 9, regulär ist. 

Das Verhalten von B,„n ergibt sich unmittelbar aus den bisherigen Betrachtungen, indem 
man bedenkt, daß B,„n durch Vertauschung von £, und £, aus A„„ hervorgeht. Das Verhalten 
von C,„ läßt sich in ähnlicher Weise untersuchen wie dasjenige von A,„n. Schließlich muß man 
noch die Summen Ayn + Cnn und Bun + Cnn in (3.8) daraufhin untersuchen, daß sich bei der 
Summierung z.B. von A,„„ und C,„„ nicht die vorhandenen Singularitäten paarweise alle weg- 
heben. Es zeigt sich, daß dies nicht der Fallist. Damit ’können wir das Ergebnis folgendermaßen 
zusammenfassen: 


Satz 4. Die harmonischen Funktionen (3.3) sind längs der Ebene x = Rek unstetig. Setzt 
man x = (%, y, z) und 
Re HB, für zin dem Gebitf,;; x>Rek 
ee 8 für x in dem Gebit%,: z<Rek, 
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so sind H®, und H®, für n > —- m durch (3.7) und für n < — m durch (3.8) gegeben. Diese Funk- 
tionen sind längs des durch (3.9) dargestellten Kreises (bzw. Punktes) singulär und verhalten sich, 


im ganzen xyz-Raum betrachtet, wie folgt: | 

I. Für n >m’ist H®, längs des Teiles X: x < Re k der x-Achse singulär und im Bereich 
RUM, — U) regulär, während Hi}, längs des Teiles X, : > Rek der x-Achse singulär und im 
Bereich (R, — X) U Rz regulär ist. 

Il. Fir -m<n<m sind H®, und H%, im Bereich R, U R, regulär. 

III. Fürn <—m sind H®, und H“®, längs der x-Achse singulär und im übrigen Teil des 

Bereiches R, UN, regulär. 

Schließlich sei noch angemerkt, daß sich die vorstehenden Methoden zum Teil verall- 
gemeinern und bei der Untersuchung von Gleichungen der Form 


Y+t Pt PYatrtıd)P=0, 2=2+fP+2 


und anderer Gleichungen in drei unabhängigen Variablen verwenden lassen. 
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Zur Einschließung von Eigenwerten 
unter Verwendung des Maximum-Minimum-Prinzips”) 


Von WERNER BOLLERMANN 


Es wird ein Verfahren zur Ermittlung von unteren Schranken für Eigenwerte hergeleitet, die bei Eigen- 


wertaufgaben gewöhnlicher linearer Differentialgleichungen des selbstadjungierten und volldefiniten T'yps 
auftreten. 


A method is derived for finding lower bounds for eigenval ini j ; 
f igenvalues pertaining to eigenvalue problems of ordi 
linear djfferential equations that are self-adjoint and full-definite. r : . is 


BbIBOAMTcH CNHOCO6 MIA OTPeNeNeHns HUIRHUX Tpauml COÖCTBeHHBIX 3HAayeHnuH, BCTpeyaro- 
IHMXCH B 3allayax O0 COÖCTBEHHLIX 3HAYCHUAX OÖBIKHOBECHHBIX IINHEÜHBIX nubpepaHunmmalıbHbIX 
ypaBnennmü CAMOCOLIPSBREHHOTO MH TIOJIHO OTPe/IeJIeEHHOTO THTIA. 


1. Einleitung 


Das Rırz-GALergissche Verfahren liefert bekanntlich bei Ei Shnli 
as. erfahre »1 Eigenwertaufgaben gewöhnlicher 
linearer Differentialgleichungen in der selbstadjungierten und volldefiniten an A Schranken 
für die Eigenwerte. Innerhalb dieser Arbeit soll bei möglichst geringer Einengung des Anwendungs- 


*) Kurzfassung der Di tati Terf: . 7 
Prof De e De issertation des Verfassers: Hannover 1958, Ref. Prof. Dr.-Ing. H. UngeR und 


Bu Ah Zu 


a. 


stellt: 


a a De a A En a tan a u Nr 


2. Problemklasse. ittsmittel 
Die az Eigenwertaufgabe: 


a) 


ve a ; t E fe 
Bin EEE Miyl=kNf{y], u een | 


selbstadjungiert und volldefinit (ohne den Eigenwert kin den Randbedingungen) (Aus- 


er [3], Seite 46—7, 4.11—4.14; 2 p als Ordnung von M[y] und 2 q als Ordnung von N[y] . 


P>q>0). 
_ Das Maximum-Minimum-Prinzip ([1], [3], [10] Ziffer A, 10) sei in folgender Form darge- 


= „Es sei ein linear unabhängiges integrierbares Funktionensystem wWur=1,2,....n—1 
st gewählt, und es werden alle Vergleichsfunktionen u orthogonal zu w„r=1,2,...,n—1 


betrachtet. Dann ist das Minimum des Rayteiguschen Quotienten oder seine untere Ge höch- 
 stens gleich dem n-ten Eigenwert: 


b e Ka } 
Bo Ro) Rn mie Im. de 0, Wr Va ner 
ud J | 


B Geeignete Auswahl des Funktionensystems w,: 


eis] m Nu en et (8) 


Feiner Ai ihren en k#* und normierten Eigenfunktionen y* bekannten, benachbarten 
und den gleichen Voraussetzungen wie die gestellte Aufgabe (1) genügenden weiteren Aufgabe 


M*[y] = k* N*[y] = Kg y@)® mit gi >0, Uyl=0...@& 
gleicher Ordnung (2 p sowie 2 g) und gleichen Randbedingungen wie zu Ziffer (1). Diese Rand- 
bedingungen (4) müssen jetzt die Bedingungen 

Le en, 
enthalten, um für die benachbarte Aufgabe 0) den Entwicklungssatz ([3], 101 Ziffer A, E 


gesichert zu wissen.!) 
Festlegung der Abweichungen von der gestellten zur benachbarten Aufgabe: 


Moe] Milnl.. nr: (6) 
mit a u M“[u] dv > 0 für alle zulässigen Vergleichsfunktionen u, 
N[y] = N*[y] — N?[y] . I ERS bet (7); 


Mit fest gewähltem Index n zum Eigenwert k„ sind alle Vergleichsfunktionen u „zulässige Ver- 
gleichsfunktionen“ im Sinne des Maximum-Minimum-Prinzips (2), wenn sie der Orthogonalitäts- 


relation 
b j 
KuNtlys]de=0,, BED u Te EEG) 
a 


genügen. 
Weiter wird vorausgesetzt: 


u ee 


_ Die Abweichung N“[y] (7) erfülle eine der beiden folgenden Voraussetzungsklassen: 


Klasse I: 
b 
fuNA[ud=0, jr „zylässig“ entspr. Ziffer (8)] 2 -» ....(10). 


Hierfür ist bei N[y] nur zu einem Gliede hinreichend: 
gen mit 10 für eh nr, lLi): 


1) Weiterreichende Voraussetzungen werden gegeben von W. Dück, Ein Entwicklungssatz bei selbst- 
adj. und volldef. Eigenwertproblemen, ZAMM 39 (1959), 5. 358—363. 
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Klasse II: : 
— [rNpJu Z07 ann (12), 


d 
[für alle jetzt „zulässigen Vergleichsfunktionen“ v zu [vN* [y*]Jde=0,r=1,2,...,n—1,n]. 
a 
.b 
Dazu kann die Voraussetzung (6) entsprechend durch fv M#[v] dx Z 0 ersetzt werden. 
a 


Weiterhin wird innerhalb dieser Klasse II gefordert: 


b b 
— [eo] de <!7° [wie 02421. ee 
und : N 
fo» M#{v] dx > Rfy*] Bi fvNAfo] “e) En (14). 


b b 
(Für die Voraussetzung (14) ist mit [v Mio] de>0, — fvN“[{v]dx>0 und R*[v] 


einer geeignet gewählten Eigenwertaufgabe hinreichend: 


Fr M“[v] dx 


z > R'fof = Rus D 7 ee (15). 
— [v N“[v] dx 


Folgerungen, wenn-alle Voraussetzungen einschließlich derjenigen der Klasse I erfüllt sind: 
b 
R*[u] < Rl[u] mit fuN*[yr]de=0, r=1L2 ....,n—177 fies 
@ t 
b 
R*[v] < R[v] mit feN*[yr] de=T, r= 12... Lu nr 
@ 


und weiter nach dem Vergleichungssatz ([10] Ziffer A, 11—12) 


k&=Rlul, Riys] < Ken < Biol 2 wa (18). 
Folgerungen, wenn alle Voraussetzungen einschließlich derjenigen der Klasse II erfüllt sind: 
Riyt] <Riv) . = re ee (19). 


3. Eine Abschätzung des Rayleighschen Quotienten 
als untere Schranke für den n-ten Eigenwert 


b 
[uM][u] dx 

R{u] = + ——— mit zulässigen Vergleichfunktionen (8) in der Darstellung 
f[ uN[u] dx 


u=ay*8+v, = 1% N* Tu] EHRE errzrsE (20) 
läßt sich im Bereich j 
0< Rlu]s Rlyf] 
mit Hilfe des Entwicklungssatzes für 


D (v1 > P} Bn+j u.) ’ 
j= 
der Parsevarschen Gleichung und der Brssrrschen Ungleichung auf folgende Form bringen: 
b b [6s) b 
Bf yx N[yi#] dx = / ya Mlyi] dx + 2? Pn+3 ] Yitı; (M“|y#t] + Rfu] NA[yk]) de 
je a 


u (k#; — Rlu]) Br 2 es (22). 
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Definition einer Hilfsfunktion S,(R): 


ei! y%4; (M“[yX] + RNA[y*]) a| 
S„(R) = kk,_R 
1 n+j 


R[u] als Veränderliche R im Interval:O< R<Q< kt... 


Eigenschaften dieser Hilfsfunktion: 


1. S„(R) ist einschließlich der gliedweise nach R gebildeten Ableitung gleichmäßig konver- 
EEE Rue ae Bere debian Wale way Ele A Ba el Fa DE ER 0: (24). 


2. Mit den konvergenten Summen 


b 2 
* E yr4; N“[yr] « 


b 2 
es f y%+1ı MA[y*] a 
ka; — Rly#] 


Sy = = » Sn == 
ee m x 


it j=1 
gilt die Abschätzung: 
SER Sn Rene (26). 


3. Bei der ‚Speziellen Eigenwertaufgabe“ N[y] = 9, y (1) gilt im IntervallO< R<Q<k#:: 


S.(R) < Fu(R) = [ az I, furartueı + Rs Dar en. 


s=1 


4. Bei der „Allgemeinen Eigenwertaufgabe“ (1) gilt im Intervall 0 < R S0O0<kt.: 


/ 2 
K*,, [ n f y* (M#[y*] + RN“[y*]) a 
S(R)=F,(R)= KR w M*[w] de — > La Pr (28) 


mit w als der einzigen existierenden Lösung der Randwertaufgabe 
M*[w] = M“[y*%] + RN“l[y#], ON a ee er (29). 
Mit S,(R) (23) läßt sich jetzt die Ungleichung (22) umformen zu 


b 
Rfu] fr #Nlyt]de> ı # Mlyf]de—S,(R) 


Tut (MA[yt] + RNA[y#]) de 
+ NR) Dee na Fe 


Kıkı 


und führt bei Beachtung von 0< R< Rf[y#] < kf#,ı (9) auf das Ergebnis: 


Rlu] > R{y*] : A ee (31), 
J yx* N[y*] dx 


R = R{u] im Intervall O< R< Rfy#t] oder 0O< P„< R< R{yf] mit P, als einer irgendwie 
schon bekannten unteren Schranke für 


fin (R[u]), Fu N*[y#] de — 0 (ely 2,5, a fnzel)e 


Innerhalb der Dissertation ([10] Ziffer C, 39—43 a) werden nun verschiedene Verfahren 
angegeben, die rechte Seite der Ungleichung (31) jeweils durch eine feste Zahl K,„ weiter abzu- 


schätzen: ve 
emo. ..>2.... (32). 
S y# N[y#] ax 
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inzi ü x nn = 1 und nach dem Maximum-Mini- 
Minimalprinzip von RAYLEIGH für den Index n = er : 
a a für Indizes n > 1 ist K,„ (32) eine untere Schranke für den n-ten 


Eigenwert: Er ; 
k, 2 fin (Rlu]) = K&,, JuN*y*]Jde=0 “ (r=12,...,n—1).. 3). 
vs a 

ET 
| 4. Ergebnis | 
ei —5) M#[y] = %* (18 [g£ yo, 

taufgabe (1) sei eine benachbarte Aufgabe (3 5) M*[y] } 

U, een FERN u (2 p sowie 2 q) und gleichen Randbedingungen ausgewählt. 


i i Fi \ Umfang müssen 
: tnis der Eigenwerte k und normierten Eigenfunktionen yy in gewissem ‚müssen 
en gestellter und benachbarter Aufgabe folgenden Bedingungen genügen: 


b 
Mi] = My] + May) mit  JuMfuldr>0,  [uNspldr=0 
| TREE 


und N ] — N*[y] — N“{y] bei Erfüllung einer der Voraussetzungsklassen I oder II für N“[y] 
10—11, 12—15). 
Enthalten ie Randbedingungen der Eigenwertaufgabe (1) die Bedingungen ‘ De =y® =D, 
BER q— 1 und ist R[yf] < k#;ı erfüllt, so bestehen folgende Möglichkeiten zur Ab- 
schätzung des n-ten Eigenwertes nach unten: 


Max (S,(R)) 
/ y» N[yx] dx 


a) „> Rlyk] 


(0<P,„<R< Rly#] oder O<RZ=ZR[yf). 


b) kn Rmins Rmin als die kleinste Lösung der Gleichung 


ReRiyr] z Su(R) im Intervall D<B,zsRsher 
[ yi Niy#] dx 3 | 
Sn(P 
Voraussetzung: Riyrl— + (En) >Prr: 
Sy# N[y#] dx 
SERVER NEN ee EB: 
c) m = Min | R, Riyk] — ———— |, R jeweils fest herausgegriffen im Interva 

[y£ N[iyt]dae| 0<P=<R< Rlyk]. 

Su(R) 3 | e 
Voraussetzung: | Rlyk] — ———— ist monoton fallend in O<P,„<R< Rly,], 


[ y* N[y*] d« wofür beispielsweise M#[y] = 0 oder N#[y] = 0 
u hinreichend ist. 


d) n = Rmins Rmin als die kleinste Lösung der quadratischen Gleichung: 


R= Riy — fr 0<P,<RS<Rlyp]. 
J vr N|yk] de 
F.(P 
Voraussetzung: Tall a ken n(P,) .p 


J v* Nlyx] dx 
1 


L 


Darstellung von S,(R), F,(R) und Abschätzung von S,(R) unter den Ziffern (23—29). Die 
Schranke P, kann innerhalb der Voraussetzungsklasse I (10—11) zu k* genommen werden. 


5. Obere Schranken für den n-ten Eigenwert 


Zur Gewinnung oberer Schranken wird das Rıtz-GALERKINsche Verfahren empfohlen. Macht 
man einen Ansatz mit den normierten Eigenfunktionen der benachbarten Aufgabe (35) 


4 
u= > qa,yf, 
r=1 


72 


W. BoLLERMANN, Einschließung von Eigenwerten unter Verwendung des Maximum-Minimum-Prinzips 347 


so gilt: 
b z b 
Mm. — [yrMlyelde= [yrMalyeldr, (+9), 
a 


iR 
N, = JyANlye]de =— [yEN“lyslde, (+9, 


b 
y* M[y*] de = k* + [ y* MAly*] dx, 


b b 
N, = [ y# N{y#] de = 1 — [ y* N“[y*] de 


Innerhalb der Eingliedklasse läßt sich auch mit Hilfe der Greznschen Funktion von guten 
unteren Schranken auf entsprechende obere Schranken schließen ([10] Ziffer F, 96—98). 


6. Beispiele 


[Obere Schranken nach Rırz-GALERKIN, die Fehler in Prozenten beziehen sich auf den 
Mittelwert des Einschließungsintervalles] 


D) —y"=k(2+cosa)y, YeEm=0; Schranken zu k,? 
— y’ = k(3— [1— cos x]) y führt auf die benachbarte Aufgabe: 
ee, neue; Miy)=0,.. H=l—csr>0 


innerhalb der Voraussetzungsklasse I (Bild 1). 
= 5353 = = Vz sin (s%), Rlysl 2/2, 
In 
Riyt] < k#,ı führt auf n?/2 < (n + 1)2/3. S,(R) nimmt mit ur; g4 y* de=0,(j > 1) folgende 
Gestalt an: PL 
R? 
ea Fr). 


Mit P,=kf = 1/3 erhält man eine erste Abschätzung: 


Max (S,(R)) 


== = = 
ee 13 <R<1/2 (s. 4, a) 
0,4875 < k, < 0,4901, + 0,27% . 


Eine zweite Abschätzung mit der kleinsten Lösung der Gleichung 


S(R) 


führt auf das bessere Ergebnis: 
0,4882 < k, < 0,4901, UA 0 
Bei einem anderen Vergleichsproblem ([3] S. 427) 
h; 3 1+33 
ae Fuel, mi, = ara: RT 


wird die Funktion 9, besser angenähert (Bild 2): 
0<2+coce=gt—g? mit u 


innerhalb der Voraussetzungsklasse I. 


ER Eu cs Jh 
Sl arctgrjc — Bild? 


a8 = he area VE Fan ea 


e@y3 Y aretgaje arctgr/c 
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Eine Abschätzung 
Max (Sı(R)) (s. 4, a) 


63 


k = Ri] > 
[9 29, dx 


führt jetzt bei erheblichem Mehraufwand an Rechenarbeit (infolge tabellarischer Integrationen) 
auf das Ergebnis: 
0,4900 < k, S 0,4901, + 0,011% 
m A+mMdy—Ay=kce-y tr), Hey-yu-i-0 (4>0 
yr+@y')" —Ay’=ky"— (2 y) 
führt auf die benachbarte Aufgabe: 


M=-—Ryl, Heß=u-u-09 Miyl=(Ay'y’ Ay” 


mit 
d 1 
f u M4[u] d« = [ [*u"2 + A wW?]de>0 
k a 0 
und 
N{y]=—.y 
mit 


b 1 
— [v N[v] de = [WW de >0 
a 0 


innerhalb der Voraussetzungsklasse II. [Die Voraussetzungsklasse II ist bei N[y] zu mehreren 
Gliedern durchweg leichter zu erfüllen als die Voraussetzungsklasse I]. 


K# — (sm)%, ra — = sin (sr X) und Rly#] Ss 1,2 (sa? +A. 
Die Forderung (15) der Voraussetzungsklasse II 


> M“[v] dx A ! v(— v’') de f v(— v”) de 
a 24 0 


b 2 1 A 1 
— fvN“[v] dx [eawd [vw dx 
@ 0 0 


IV 


=AR'p] > Rly#], 


1 1 
1 v(— y*”)de—=0 ist gleichbedeutend mit [vsin(rxx)de=0) wird mit der geeigneten 
0 


Eigenwertaufgabe — v = K*v,w=v=Oundk = (sr)!in der Form Al(n +) x] > Rlyk] 
sicherlich für alle Werte A > 1,2 erfüllt. Mit A = 4 und dem gleichen R*[v] läßt sich die Forde- 
rung (13) der Voraussetzungsklasse II etwa für die Indizes n = 1, 2, 3 entsprechend nachweisen: 


b b 
1—d Be: 
— [exe de Ss |? N*[v] dx, En = 3/7 


oder 
. . : 
[v N*[v] de [v(— v”’) de fv(— v’) de 
a ar — 0 


>73 


b > ls = 
— [vNAl[v] de [Ude f v2 dx 
a 0 0 


ist erfüllt zu a? > 7/3. R[y*] < k#,ı besteht für alle Indizes n < 10. Mit 


SR) = 4 Dom |ani +H(; e er) 


Fu PO @n+®% fm Qn+jjn 


ME EE 
TEILEN, nm) 
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Sn(R) 


J y# N[y#] dx 
ö 


monoton fallendin0O< R< R|y*], und man kann mit fest herausgegriffenen Werten R= 1,465 n2 
und R = 1,22(2 rn)? abschätzen (s. 4, c): ee er 


1,4525 <k,<1,4641 2, + 0,4%, 
1,2327 <k,<12700n, +233%. 


III) Die Ergebnisse weiterer Beispiele ([10]. H—J): 


Aufgabe: —[A+9Jy/=kli+dy, „=yn=0. 

Benachbarte Aufgabe: —y’ =k*2y, fe a 

Abweichungen: My] = — (ey), ge beide (V.1, 11) 
Ergebnisse: 31 =Ek 3,220: 0,33%), 22,50 <k, Ss 23,16 + 15%. 
Aufgabe: Maar) ky, Y-h=-y=-yh=-0 (a>l). 
Benachbarte Aufgabe: yY=—k*y’, Dei uyey=0r 

Abweichungen: Meg NEU), 5 N“y]=0. 


Ergebnisse für k, in Abhängigkeit von a, nur bei Kenntnis von yf, k* und k&* (s. 4, d): 
a=0,2 2,92 <k =43,43 + 0,6%, 
a= 0,4 45,15 <k, S47,38 + 2,5%, 
a= 0,6 45,6 == kr 51,4 „+ .6,0%'. 


Aufgabe: [a+ BP -kitny, Hen-h=yi-0. 
Benachbarte Aufgabe: 16y!Y=k*2y, Den ey eis l: 

Abweichungen: M#[y] = [8 + #4) y’]’, B=1-2=0, (V. 1,11) 
Ergebnisse: 8(nn)*-: 1,52434 <k, <s 1,52616 + 0,06% , . 


1,5566 = k,=s 1,5764 + 0,64%, 
1,562 <sk,< 1,584 POUR. 
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Nomographic Representation of the Functional Relations 
among Three Complex Variables 


By K. Morıra and Y. SIMOKAWA 


Es wird eine Massausche komplexe Darstellungsmatrix M$ dritter Ordnung definiert und gezeigt, daß 
die Funktionalgleichung det (M$) = 0, welche drei komplexe Variablen 3; (j=1, 2,3) enthält, durch die ge- 
nannte Darstellung in der komplexen Ebene ausgedrückt wird, sowie daß die Unbekannte unter den 2; panto- 
graphisch oder durch eine elementare geometrische Konstruktion bestimmt werden kann. 


We define a Massau’s complex chart matrie M$ of the third order and show that the functional t 
det (M%) = 0, including three complex variables 2; (j = 1, 2,3), is expressed by our complex chart inGaussian 
plane, and that an unknown number, one of z’s, is obtained by a pantograph or an elementary geometrical 
construction. Some example of these charts are also explained. B 


Haerca ompenenenne KoMIMIeKcHoA NMarpamMbI-Marpuusi Macco M5 Tperero nopanka u 
IOKA3bIBAeTcH, YTO PYHKIIMOHAJIBHOE ypaBHeune det (M$) = 0 conepskamıee TPH KOMINIEKCHBIX 
IepeMeHHbIX 2; (j = 1, 2, 3), B [’aycoBoü INIOCKOCTU KOMINIEKCHOTO HEPEMEHHOTO BbIPA7KaeTcH 
IIPM IIOMOINM Hauıefä KOMINJIEKCHOÄ AMAaTpaMmMbI U, YTO HEKOTOPOE HEH3BECTHO@ YUCHO — OAHO 
u3 HAalImx 2 — IoJIyyaerca IIpu IOMOIMH 3KBUPOPMHOTO HIN DIEMEHTAPHOTEOMETPHYECKOTO 
TOCTpoeHun. KpoMe TOTO HAWTCA IHOACHEHUA HEKOTOPEIX IIPUMEPOB TAKUX AUATPamM. 


Many researches on the nomographic representation of the analytic functions of one 
complex variable have been studied by I. A. VILLnEr in various Russian journals [1] and 


F. REUTTER in this one [2]. 
We show here a method of nomographing the functional relations among three complex 


variables, if they are expressed by the forms 
(MassAau’s complex chart determinant) = (0, 


where MassAau’s complex chart matrix and determinant are explained in the following section. 
1. Complex Chart Matrix of the Functional Relations among Three Complex Variables 
We consider a square matrix of the third order of the form 


| Pu) Pı2(22) Pıs(23) 


MS=|Pı(2) Pal) Palz)li - = = ma Eee 
1 1 ER | 
where, =y +iy,®=—1,k=1,2,3, and pı;, Pa; are the analytic functions of z,, (j=1,2,3), 


over an open region R. 

Now we consider the following conditions: 

1°. Vectors (Pıj, Pa; 1), (| = 1,2,3) are not constants, respectively. 

2°. Vectors (pıj, Paj 1), (| = 1,2, 3) are linearly dependent. 

When the elements of the matrix Mg satisfy the above conditions, we call Mg a Massau’s 
complex chart matrix of the third order, and from the condition 2° we have 


det (M)=0 2% wm 4 a 


Det (M3) is called Massau’s complex chart determinant of the third order or a complex 
nomographic function, and the above equation may be called a key equation (Schlüsselgleichung) 
or atype equation for the general three complex variable chart; and if, inversely, we have a 
functional relation F(z,, 2, 2,) = 0, and it be represented by det (M$) = 0, we will show that 
the matrix M5 represents a three variable complex chart in the following section. 


2. General Key Equation, Method of Nomographie Solution 
and the Special Cases of the Complex Chart 
If we rewrite the expression (2) as 
Aa) A) Ilz)) 
92) Hl) ez)i=0 7 ee (3), 
1, #1 1 1 


according to the well-known theorem in the elementary theory of functions of a complex variable, 
the above relation shows that the two corresponding triangles AP,P,P, and A 0,0,Q, are 


a 
> 
> 
\ 
e 
F 
> 
R 
F 
> 
5 
= 
5 
E 
# 
2 


a; 
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similar, (Fig. 1), where vertices of them are represented, respectively, by {fi(@21) a 1s(23) 
and {9,(21), 92(22), 93(23)} in the Gaussian complex plane; and they are written by : = 


w; = Fl) = I + iy) = uw, Y) + iv, Y,), 
ya) triy)=u@w,y)+iva,y), @=—1), 


and the three verteces of AP,P,P, are shown by the intersections of respective curves of the 
curvilinear nets u; = 15(X,, Y,), ); = v;(@,, y,), respectively; and the ones of A Q,0,Q, are the 
similar intersections of 5 = uf(z,Y,), : 

vy = v}(, yj), respectively. . 2. Ay 


Method of solution Feten 


If a given functional relation 
of three complex variables F(z,, 2,, 2;) 
= (0) be represented by the expres- 
sion (3), we have two pairs offigures, 
that is, the first partial chart and N) 
the second partial.chart, in which 
three families of curvilinear nets are 
contained, respectively, as in Fig. 1. 


When z, and z, are given and 
z, is unknown, we obtain the two 
pairs of two points (P,, P;), (Q,; O2)» 
and can get the third unknown 
quantity 2, (= 2, + i y,) by a proce- 
dure in which A P,P,P, is similar to 
A Qı1Q;Q; and the two pairs of cöorre- 7 Ser 
spondingindices (2,), (23) and (43), (45) 
are the same, respectively. 


_=—_ 
(%,) 


Fig.1. AP,P,P, is similar to A Q,Q;9; in GAUSSian complex plane uOv 


The procedure of this nomo- 
graphic solution is done by a con- 
struction of elementary geometry or 
a moderate use of pantograph. 

When using a pantograph, if 
the values of z, and z, are given, we 
may find the required value of z, by 
the next procedureindicated in Fig. 2: 
we put a point Q,(z,) of the first par- 
tial chart drawn on the tracing paper 
upon a point P,(z,) ofthe second par- 
tial chart on the Stationary paper, 
and again superpose a straight line 


0,03; (Q, = 0;(2,)), drawn on the trac- 
ing paper, on a straight line P,P,, 
(P,= P,(z)), drawn on the stati- 
onary paper, and, furthermore, we 
set a center of a pantograph on 
the point P,= (Q,, keeping a ratio 
Q,Q,/P,P, constant, and then we can 
obtain two points Pr, (on the stati- Fig.2. Method of use ofa pantograph 

onary paper) and (Q, (on the tracing 

paper), which are collinear in regard to C, and of which indices x,, y, are the same, respectively, 
and the value 2, + iy,= z, is the required third quantity. 


Relations of our complex charts with solid nomograms 


 E, especially, every element of the first or second row of the left hand determinant of 
expression (3) is real functions, for example, if 


ba) = hy + iy) = u, Y), 2), 
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the expression becomes 


ul, Yı) Uy(%a, Ya) Uz(t Y) 
url, ya) + Lola Yı) Up Yo) + USE Yo) Uslky Ya) + ia. Yy) =0 - - @). 
1 1 1 


Fig.3. An idea of solid nomograms shown 
by T. WAKABAYASHI and T. KANAMARU 


Fig.4. P,P,: PP, = Q1Q: :Q,Qs, and the indices (24, Y,) of P, and Q, are the same, respectively 


Hence 
a TRUE | Rue YA > 
vg 8 tiv % 2 =0, 
ae en | 
and we have 
Ua, Yı) Ugly, Ya) Us(ty, Ya) Ulcı Yı) Uglke, Yo) Uylrz Ya) 
Ka Yı) USlRy Yo) UST ” = and va Yyı) ER Y) VCH Y) =0 Ö). 
1 1 1 1 1 1 


j 

These two expressions are nothing but a condition that the three points Pfz,4)(=1,2, 3), 
on the respective three curvilinear surfaces I}: & = ujlz,, y), 1 = uf(@;, Y;), , = v}(T,, Y,), 
(= 1,2,3),in R,, are collinear, and therefore, this special case of our complex chart is a space 
nomogram, which was studied, in the name of solid nomogram, by T. WakaBayasuı and T. 
KANAMART [3]. (See Fig. 3.) 

In our case, expression (4) is shown, nomographically, as in Fig. 4, where the first partial 
chart (upper figure) is represented by the three curvilinear nets u; = uf, y), vf = vfla, y,), 
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(= 1,2,3), and the second partial chart by the three points Q,(u,), Qs(u,) and Q;(u,) on the 
u-axis, which are, respectively, obtained by the expresions u; = uy(&, y,), [=1,2,3), by 
numerical calculation or suitable nomograms. 

When 3 (= 2%; +iy,), (j = 1,2), are known and z, is unknown, we can easily find P,, P, 
in the first partial chart and Q,, Q, in the second partial chart, and when we join P, and P, and 
get a straight line I, wefind a moderate point P, on l and Q, on the u-azis, so that the ratio of 
P,P,:P,P, is equal to the one of Q,0,:0;0;- 

If, by trial and error, we obtain P, and 
Q;, of which indices (x,, y,) are the same, re- 
spectively, the indices themselves are the real 
part and imaginary part of the required un- 
known quantity z,. 

Expression (4) is also represented, nomo- 
graphically, as follows: ä 

From the first expression of (5), we have 
three curvilinear nets X, = u;(z,,y,), Y;= uf 
(2; y), [= 1, 2, 3), for the first partial chart, 
and from the second, X; = u;(z,, y,), Y; = vf 
(2; 9), [= 1,2,3), for the second partial 
chart on the cartesian plane X O Y. 

As the indices (x,, y,) of P,; and Q, must 
be the same, respectively, we see, from our 
scale equations, that the three straight lines 
P,Q,, P;Q, and P,Q, are all parallel to the 
y-axis, and hence we may obtain the adequate 


2 3 2 Fig.5. P,Qı || P,Q. ||(y-axis), and also P,Q,||(y-axis), so that the 
points P, on land Q, on 7’, so that the indices indices (2,,9) of Pı and Qs are the same, respectively 


(X, Y3) of the both points have the same va- 
lues, respectively (Fig. 5). 


Relation of the complex chart with the ordinary planar nomograms 


Furthermore, if, especially, f;(z;), 9;(2), (| = 1; 2, 3), of the expression (3) be all real func- 
tions, that is, if 


ka) = Ih + iy) = (au Y,), 
12) = (8 + iy) = WR y) > (=123), 
expression (3) becomes 
\U,ltı; Yı). Uplkg» Yo) Uyldz, Yo) 
ut Yı) WR Yo) Uz(d Yo) a a ee Ze ee (6), 
1 1 1 | 
and this expression shows a type equation of the planar mixed chart of six variables (x,, y;), 
G= 1; 2,3), 14]. 
3. Affine Transformation of the Complex Chart 
Given the complex chart matrix M{, we operate a matrix 


| 


I %ı 4ız a| 


- A=|laı Gy. Ag]; de. NEN 
a ET TEE SE 
where every element a;; is a complex number, on the left hand of M3 as follows: 
a Ge Gl |Pı Pi Pas] 
AM; = Gy Gg Ag’ |Paı P22 Pas 
ei: rn ı 
"a Pıı + &2 Paı + Aıs Mi Pız 7 Ay Pa2 +43 Ay Pıs + Ge Pa 7 4ıa hats 
zn \& Pıı + A Paı + Agg Agı Pız + ApePaa + Ag Agı Pıs T A22Pzs +a3, =M; (0) 
| 1 1 N 


and we call the matrix A a complex affine transformation matrix and M3 of (8) transformed 


complex chart matrix. £ 
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As det (Ms) = 0, (from expr. (2)), we have, from the above expression, det (M}) =0, 


and this fact shows that, by an affine transformation, a complex chart on a Gaussian plane is 


transformed into another complex chart on the same plane or another, keeping the similarity 
of two triangles of solution invariant; and, according to this property, by an adequate affine 
transformation, we may have another new chart, which is convenient for use. 


4. Some Type Equations of the Complex Charts 


4.1. Type equation 
hrh hl ir 
It 9r% 


The corresponding chart matrix is 
—mfı(z) m/ez) m 123) | 


— ng) 29) N 92)} Sa nr AR a (9), 
1 1 bad 


where m and n are the chart factors, and the skeleton of the corresponding complex chart is as 
similar as Fig. 1. 
Example 
3 t+2% _2 +23 
+3 4+323 
Ef we pt ,= 2,5, = 2%, (i = 1,2, 3), in the expression (9), we have the above expression 
(10), and from (9) its chart matrix is 


Pu) Pı2(2) Pıs(2s) | —mz mz m zu 
Pal) Pal) Pa)|= | — nz nz n | ’ 
1 1 1 1 1 1 | 


whrem=a+i1ß,n=y-+tö. 
For the first partial chart, from the first row of the above matrix, we have 
Pu) = Pı &ı + iYyı) = Ua, Yı) +Iv@a, Yy)=— m = — la +iß) m + iy) 
= — (ey By) — ir +ayı); 


ua, Y) = —(atı —PyYı); va, y)=—- (Pu +ayı), 
or 


ou + = — (+), Pu ou, = +Pd)y, -.... (1) 
similarly, we have 
ou Hu = (+), Pu —oy = — (a + Pd)y, (j = 2,3) sg (12), 
especially, if we put a = 1, ß = 1, we have 
u +, =—22, UL SAN So a (11’); 
y+yu=2%, u—ıyu=—2y,, (se 2, DE (12°), 


and these expressions represent the parallel straight lines, which are orthogonal each other, on 
the Gaussian plane u O v, and having the indices (x, yg), (k = 1,2, 3), respectively. 


Similarly, for the second partial chart, we obtain, from the second row of the matrix, 


2 9 
u = N —ıa, ee +2 
4.2 1 Ir Y oe un ee 
and 
i v 
uU, = ni 2 NT 2 
i ech uhr war ii Ver (14), 
where y=1ö=0. 


Expressions (13) and (14) show the families of i 
. a parabolas, on the GAussian pla 
having the indices (x, yu), (k= 1,2, 3), on them, respectively. plane uOv, and 


jene Te 


"K. MorrrA and Y. SımorawA, Representation of the Relations among Three Complex Variables 395 


Whence our nomographic solution of the given equation (10) is easily done by the method 
of using a pantograph'), explained in the method of solution in the section 2 and Fig. 2. (See 
Fig. 6)?). 

An original chart of Fig. 6 has been constructed fully in a rectangle section paper of 900 mm 
x 600 mm, and the intervals and pitches of the variables of the original chart are as follows: 


for 2,:000,)7,0; for ,3,:00,1)70, Gd=2or3). 


IS N 
3 k & 
Ser o ! o ne 
"4 IR 
IN SIE, 
Ei /| Er 
a 5 = 
a = 2 
IST | I INS. AlW, 5 
Q A m r—- —ä ne N = 
PEN EIER 3 
SEN ae Biss aan z 
vwauesnnnna-EBSVD I 
SICHTEEFFEEBENH in, 13 
BEN GEF-nunEnN HI N 
= SB EER ER. BRD .: 
ax SEHE a 
OH AN D :° 
USE. 22.200200. Se 
TI EEK KICK 2 
ITSCOAHTRKR IK KIN N © 
KIDS XIX i 
INDIA TIER Ir N :,; 
SALAT Ba GR Eis 
RUNDEN RE 
AS BAREREBENNSSENDE 
o “N A kn [ TI La 1 1 
KIT IL FREE sit 
= SYI7/ TH — 3 m 
ATS eNANS Fe 
Br I NN : 
Deren A IL DS : 
(gan =sBllEBRENB SINE a 
IS : 
Bares NH 
ER \ 
= © in Ss m & S' 
” N 
® 2 
RS >» 
] 1 h btained mographically 223515051 for the 
BR con = ee he Ki llesäre a=-19 Mn 05iandz =51— LT; 


endalsoz, = 1,1— 2,67i nomographically for the exact solution en 2,7i for the same 
given values of z, and z,, and we may See that the both required 2’s have a very good degree of 
precision. 

z di’s 600 mm pantograph. ’ 

R ee ea ala chart only, and the transparent first partial chart, which consists of 


Cartesian rectangular coordinates net, is omitted. gi 
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4.2. Type equation 


ZA 


n+n 


[0(=(2,)) 


Fig.7. Skeleton of the complex chart of Type (15), 
(AZı2,2; rd A(Z,)(Z,)(Z;)) 


Fig.9. Skeleton of the complex chart 
of Type (17), (A Z12:2; = A(Zı)(Z»)(Z,)) 


Example 
1 1 1 
- + = — 3 
21 22 a | 
The corresponding chart matrix is j 
‘ 
Imz;, mz, m 2| 
Iinarn 0 
li 1 1 1 | 


In Fig. 8 an example is shown, where nomographic solution of z, is 1,28 + 0,60 i for the 
exact value 1,28 + 0,581, when given values of z,, z, are 2 + 1,5i, 3 + 0,5i, respectively. 


4.3. Type equation | 


ıth=ls». su at. ve a 
The chart matrix is 
2 mon | 
|| m-+n | 
| mr | % we ee WERE Er 
mfi nf m+n - 
ne 1 1 | 


and the skeleton of the corresponding complex chart is shown in Fig. 9. 


When two values of z; are known, we can easily find the third number z;, ((z#k,by 
constructing two similar triangles, without using a pantograph. 
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If we rewrite the type equation 
En a EI N. (18) 
in logarithmic form, we have 
le lo TEOIMUPE NAT BERNTRREE (19), 
; % 
ö S Ss n S 
- 1 Wh S N A 
3 S RS | S S 
3 Ie_LIFR mann TA 
| IS SLHEHERRESSHEIFFERRTEA., 
i SAFE OERSSICHEISERHESENDTG 
; ROLL SFSSHT ST 
2 I BEiZzgBn Ro =q 
E- a HH 
Bene egrlHel: 
= Zei 
IE SROIN A IHN i 
3 x SEN HH fl 
SICH HE PERNEEEEERE ; 
: =! 
EZ 
a OS OR RE Rn 
"ux SAH ® 
= C) P m N 
REKEN ARKILUINKE € 
ee! 
20000000020 0 Ku 
X EIS NIR SR un 
SI IKT TAN S N 3 
RE ER 
RE | 
I IUDrUN IH KKIIIX X N_ 3 
RR 
RSARRERREEREEFE ES" 3 
a AR ORNRELREEEEEFEF 
[7 In N / —Y II] II 1 T [I 27 | nz f IX’ N x” 3 
REES 
„ASTA SERBIEN: 
n m] SE —1| se — — IT Y— | Pe 
SS aaa iinmnnnnsanat Big e Zu 
ng AOÄTSEOTTEHESEHEFDEESENSENDN & 
SITE ON % 
ELF NGEH-FH FEIN 
DI IITH IT TITeNT A 
TIIOHOrr-aormerenn 
z | IS HT seh A 
Gans Bu III rHa HH = IS\ Bu 
PRReReTTer ler lH 
N Q > zZ — 
n ’ ‘ \ 
» o o = 
and this is nothing but Type (17), whence we have 
| a 
= A m-+n | 
mn a en 2. (19). 
mlogh nl mn Eh 
1 1 1 | 
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Example eo). 
Rewriting this equation in logarithmiec form, we obtain 
log, 2ı + log, 23 = log, 2, - 
and if we put in the matrix (19) ı = 2%, (i = 1,2,3), m = n, we have 
—A 4 0 | 


m 
mlog,zı mlog,2 7 108. 2 


’ 


1 1 1 
, ) 
01 03 04 05 06 eh 3 4 5 6 789m (n) 
(2%) hi 
(=) ; ” 
27 
4 5% 
er er 
(%) i 2 
(2%) H EB 
3 
EL 
(#) H : 
(0) \ T Au 
ce) RE 
3 H ie 
=) 3 
3 
H x 
(-") 2 
S FIHIBEN 3 
\ Ba 
5 ST 
Bi Bin £ 
ER S 3 I IE 28 SSIETER 
3 ns = 


whence we obtain, from the second row of the above matrix, 
Pax(zr) = Ur + iv = mlog, 2 = mlog, (tr @®%) = mlog,„ +im @;,, (k=.1)2% 
u; = mlog, Tr , vu, =m6$, k=E37 
‚ m m i 
Pa(2) = y +iyy = D) log, 23 = 67 log, 73, + DJ mO&;, 


m m 
U; = — log, T5, u=5%. 


In Fig. 10 A has a suitable value, but it does not play an essential roll, and we may only 
ni un 5 
obtain the middle’point of a segment Z,Z,, where z, = 0,2 ed” and „=4 er and hence a 


value of z, (middle point of Z,Z,) indicates a value 2, = 0,8 e® ne (an index of broken lines). 


ai, 
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We may, futhermore, easily obtain the complex chart matrices and complex charts for 


' the following typical type equations of complex arguments, which are of the same forms in real 


nomography: 


VRR Ge nen u ar 2, 
Ne NR A ee (22), 
Bil elle Tan ae 
BETTER BREITET: 
hhkk=ehtktk a a (25), 


ih ls erh ee 20 
ET A re Re 


In conclusion one of the authors wishes to offer his many thanks to Dr. KINNOSUKE OGURA 


and Dr. WasAo SHIBAGART for their hearty encouragements and also to the financial support 
by the Ministry of Education of Japan. 
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Mouvement d’un rotor asymetrique tournant 
dans les paliers elastiques d’une equilibreuse 


Par J. E. PLAINEVAUx 


Die Bewegung eines unsymmetrischen Körpers bei der Rotation um eine nicht-starr gelagerte Achse, wie 
sie bei einer Auswuchtmaschine vorliegt, wird untersucht. Die linearisierten Gleichungen weisen periodische 
Koeffizienten auf; ihre näherungsweise Lösung erfolgt nach einer Methode der Störungsrechnung. Die Be- 
wegung erweist sich als periodisch mit ungeraden harmonischen Komponenten. Die sog. Auswucht-Ma- 
trizengleichung ist nicht gültig. Als Anwendung werden Methoden zur Bestimmung der Auswuchtgenauig- 
keit besprochen. 


The motion of an unsymmetrical body rotating in flexible bearings as it does in a balancing machine has 
been studied. Linearized equations of motion show periodical coefficients; they are approximatively solved by 
a perturbation method. T'he motion is periodical with odd harmonics. The so-called balancing matricial 
equation is not valid. Application to the methods of determining the balancing accuracy. 


Etude du mouvement d’un rotor asymetrique desequilibre tournant dans les paliers flexibles d’une equili- 
breuse. Les &quations linearisees du mouvement sont & coefficients periodiques. Determination d’ume solution 
approchee par une methode de perturbation. Le mouvement est periodique, ne presentant que des harmoniques 
impairs. L’equation matricielle d’equilibrage n’est pas valable. Application aux differentes methodes 
d’expression de la precision d’equilibrage. 


B pa6orte mayuaerca MBuUKeHHe HEeCHMMETPHYeCKOTO TEeNa, BpamalımerocaA B TUÖKUX 
TIONINNIHHKAX, KAK 3TO HMeeT MecT0O B ÖAJIAHCHPHLIX MexaHn3Max. JInHeapusnpoBaHHble 
ypaBHeHuA MBISKeHNA OONANamT TIePHONHYecKHMN KoehhnumeHtamu. OHm pemalotch 
IIPNMÖHV?KeHHO MeTON0OM BOSMyIIeHnü. „JIBrkeHuHe ABJIAETCA IIEPHONMYeCKUM C HEYETHBIMU 
rapMoHnyeckumu. Tak HasblBaeMmoe ypaBHOBelIMBalomee MATpuYHoe YpaBHeHMe He HMeeT 
MecTa. |laerca IIpmnMmeHeHHe K METONaM YCTAHOBJIEHMUA TOYHOCTU YypaBHOBellIHBAaHHH, 
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n se propose d’etudier le comportement d’un rotor rigide entraine a vitesse constante 
dans ix ns ls equilibreuse dynamique & paliers elastiques. L’arbre horizontal du En 
repose dans deux paliers P (Figure 1). Chacun de ces paliers forme la partie Beer 
portique dont les montants sont des lames de ressort R; chaque palier n est done flexib e que 
dans la direction horizontale perpendiculaire A l’axe du rotor. Le rotor desequilibre eree en 
tournant des vibrations A deux degres de liberte de l’ensemble. Les paliers sont courts, et le jeu 
de P’arbre dans ceux-ci est suffisant pour ne pas introduire de contraintes. On neglige l’influence 
de la pesanteur, et on se limite A de petits mouvements. E Sa 

L’espace est rapporte ä un triedre trirectangle zyz dont l’axe des z ‚coincide avec l’axe du 
rotor A l’arret, l’origine du triedre etant placee au palier 1 (Figure 2). L’axe des ordonnees est 
place verticalement. Lorsque les paliers vibrent, le premier palier presente une fleche x, suivant 
l’axe des abscisses et le second palier une fleche z,. On designe par L la distance entre les deux 
paliers. Considerons le point O, point de percee de l’axe du rotor dans le plan mene par le centre 
de masse G perpendiculairement ä l’axe du rotor. Si on se limite aux petits mouvements, le point O 
decrit en vibrant une droite parallöle A l’axe des abscisses; nous notons x, la valeur instantande de 
l’abscisse du point O. De m&me, les centres des paliers 1 et 2 decrivent des droites distantes de 
la trajectoire de Ode L, et L.. 


Fig.1. Rotor monte& sur les paliers flexibles Fig.2. Triedres de reference et notations utilis6es pour la mise en &quation 
d’une &quilibreuse dynamique 


Envisageons le triödre en translation OTyz ayant son origine au point O et dont les axes 
sont paralleles aux axes x, y, zrespectivement. Definissons en dernier lieu un triedre trirectangle 
mobile OXYZ attache au rotor tournant et tel que l’axe OZ coincide avec l’axe de rotation du 
rotor, le choix d’un des deux autres axes restant pour le moment & preciser. 


Pour definir le mouvement du triedre OXYZ par rapport au triedre OXz, nous utiliserons 
les trois angles d’EULER 


v-5. p et ® 


la droite des noeuds ON coincidant avec l’axe Oy. L’angle de rotation propre @ est proportionnel 
au temps: 

g=otl 
o etant la vitesse de rotation — supposece constante — du rotor autour de son axe. 

Le mouvement de vibration du rotor se deerit au moyen de deux coordonnees gencralisees, 
nous choisissons le d&placement x, du point O et l’angle de nutation 9. 

Soit u, v, w les composantes de la vitesse du point O projetee dans le triedre mobile OXYZ 
et p, q, r les projections, dans le m&me triedre, de la vitesse instantanee de rotation du 
rotor par rapport au triedre OXyz. Si on designe par: 

M la masse du rotor, 

A, B, C les moments d’inertie du rotor par rapport aux axes ON, OY, 0Z respectivement, 

D, E, F les produits d’inertie du rotor par rapport aux axes OY—-0Z, OX—-0Z et OX—OY 

respectivement, 
l’energie cinetique 7’ du rotor s’exprime par la relation: 


T.= 5 4 pPP+Bq+Cnr—2Dgr—2Erp—2Fpg +3 Mw ko + w) 
+M lwYg—vZo)p+(uZs— wX)g+(WXg—uY,)Tr] 


Xg, Ya, Ze representant les coordonnees du centre de masse G du rotor dans le triedre mobile 


OX 13 rent choisi ce triedre de telle facon que le barycentre se trouve dans le plan OXY, 
onaZza =\V. 
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Les projections delarotation durotor parrapport au triedre OXYZ sont dansle triedre OXYZ: 
P= Ö cos p — 6 cos w I, 
q = —6sing=—Ösinwt, 
Do 


Le mouvement du point O ayant lieu suivant l’axe O%, les composantes de la vitesse de O dans 
le triedre OXYZ sont: 


u=—&,sinwfcos6, 
v—=—2,c0swtcosh, 


w—=7,5u0, 
Moyennant introduction de ces expressions et quelques transformations trigonometriques, 
l’energie cinetique s’ecrit: 
A+B A— 


2 ei 2 


Bel: B - 
T= 5 ® cos2ot+Fsin2wt +Z>06[2Dsinot—2Ecosoi 


1 F a 
+zC@*+Mwäscos 0 [Ygsin ot — Xg cos wi] +5M8 


+ M 3, d sin 6 [Xg sin wi + Yscoswf]. 
L’expression du travail virtuel est: 
6% == Q, ÖL, + 07) lv) = — kız ÖX%, — kt, ÖL, 

en appelant k, et k, les rigidites des ressorts des paliers 1 et 2. On pourrait sans difficulte 
tenir compte de la masse des paliers et d’un amortissement de ceux-ci proportionnel ä la vitesse 
de vibration. Nous n’&crivons pas ces termes — tr&s importants si le rotor tourne pres d’une 
resonance — car nous nous interessons principalement A ce qui se passe tr&s loin au-dessus des 
resonances possibles, et la ces termes sont sans importance. 

Tenant compte des relations: 

u =» —L9, 
%=%+ 1,9 
le travail virtuel s’Ecrit: 
69T = — [(kk + K)% + (k, L, — kı L,) 6] 6x, 
— [ki +kLD)0+(k,lL,—k,L)&)] 60. 
Ecrivons les deux equations de Lagrange relatives aux coordonnees generalisees 9 et x, on 


trouve tous calculs effectues et apres linearisation justifiee par le fait qu’on ne s’interesse qu’aux 
petits mouvements de vibrations: 


M%+(k+k)un =—M w[Yscoswt+X,snoll+(kL—-kL)6 .. (1) 
Sagem Bere B r . f 
6 5 + 5 cos2ot+Fsin2wot+9w[2Fcos2wt— (A— B)sin2 ot] 
+k,2+k12)09=—o[Dcoswot+Esinoll+(kL,—k,L)% -.- Q). 
Precisonsla signification destermesd’inertie Kay. 


intervenant dans ces @equations. L’axe OZ du 
triedre lie au rotor a Et& choisi en coincidence 
avec l’axe de rotation; les axes OX et OY lui 
etant perpendiculaires. Or, un rotor rigide est 
toujours equilibrable rigoureusement par l’ad- 
jonction de deux balourds situes dans des plans 
distinets perpendiculaires & l’axe et arbitraire- 
ment choisis (equilibrage en deux plans). On 
peut done choisir le triedre lie au rotor de telle 
maniere qu’il soit le triedre central d’inertie 
en l’absence de deux balourds. 

Introduisons deux masses u, et u, distantes Fig. 3. Definition du d6s&quilibre du rotor 
du plan XOY de A, et A, et dont les abscisses 
et ordonnees sont respectivement X,, X, et Y,, Y, (Figure 3). Le triedre OXYZ etant central 
en l’absence de ces deux masses, on a pour les produits d’inertie: 


D=m%Y—MAYı; 
E = A, Kg, — MA Xı; 
F=%%Y+ m AıYı 
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‚de m&me, pour la position du centre de masse: 


x, me 
M+Mmtk 
y„YıtlaYe 
M+MtBa 
PERF 


Les corrections sur les moments d’inertie s’&crivent sans difficulte. Elles ne presentent 
guere d’interet. 


Rotor de rövolution 


Ce cas a 6t& envisage d’une maniere trös detaillee par Brazss [1]?) qui etudie aussi le cas 
plus general oü les paliers sont flexibles dans toutes les directions. lei, ’ellipsoide d’inertie du 
rotor est de revolution autour de l’axe de rotation (A = B), ce qui simplifie grandement l’etude. 
BLazss, en cours de mise en &quation, admet que le produit d’inertie F est negligeable, ce qui 
ramene alors l’&quation (2) A une &quation differentielle & coefficients constants. Le systeme 
des equations (1) et (2) est alors el&mentaire & integrer. 

Remarquons que si l’ellipsoide d’inertie est de revolution autour de l’axe de rotation, on 
a le libre choix des axes OX et OY; il est des lors possible de les prendre de telle maniere que le 
produit d’inertie F soit nul. 


Cas du rotor queleongue 


Ce cas est beaucoup plus complique, la resolution du syst&me forme& par les &quations (1) 
et (2) presentant de tres grandes difficultes du fait que les coefficients de l’&quation (2) sont 
periodiques. 

Quelques proprietes relatives ä la question du rotor quelconque ont &t& mises en evidence 
par SmitH [2]. 

Nous interessant & l’Equilibrage de pieces non de revolution (vilebrequins par exemple), 
nous desirons connaitre le mouvement d’un rotor quasi-Equilibre, ce qui nous permet de traiter 
le produit d’inertie F comme une quantite petite. 

De plus, dans un but de simplification, nous admettrons que la difference des deux moments 
d’inertie A et B est petite par rapport & leur somme. Enfin, nous nous bornerons souvent & 
ne considerer que le cas oü la vitesse de rotation peut &tre consideree comme tr&s grande par 
rapport aux vitesses de resonances possibles du rotor suspendu sur ses paliers elastiques. Toutes 
ces simplifications sont parfaitement admissibles en pratique comme on le verifie aisöment en 
etudiant des cas concrets de pratique industrielle d’&quilibrage. 


Divisons l’Equation,(1) par M et l’&quation (2) par = 


et introduisons les parametres 


suivants: z 
Een Aut _g, kL—khob=g, 
re re ee en ini 
Avec ces notations, le systeme differentiel s’eerit: 
dt 00 = — o*[Xosin ot + Yocos@t] — 0 RR 34 


öf1 + decos2ot+fesin2o1] +260w[fecos2wt— Assin2 wi] 


Q? ra TUR Kane 2x 
+ 230 o@|Esinot+D a esee > a 


dans Kai nous pouvons considerer € comme une quantite petite. Pour resoudre approximative- 
Bent e systeme (3) (4), considerons les termes en e comme des el&ments perturbateurs et develop- 
pons les solutions en serie par rapport au parametre e: 


HE HELM LEDL..., 
I= HM HE LEHE L... k 


!) Les chiffres entre crochets renvoient ä la bibliographie placde in fine. 
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Par remplacement de ces expressions dans le systeme (3) (4) on trouve que l’approximation 
_ d’ordre zero est la solution du syst&me differentiel: 


20 4 0820 = — we [Xgsin ot + Ya cos o 1] — 00 re, 
& Huf ’ 2 
90 + 300 = —- a2[Esinwt+D cool REIN (0) 


tandis que l’approximation d’ordre j est solution du syst&me: 


a a ne ta BEE (7), 


= nd cos2of+fsin2wi] 
ul li co dot As DH er ne ee 


Approximation d’ordre zero 


Il suffit de resoudre le systeme ä coefficients constants (5) et (6) dont on ne considere que 
la solution de regime. Celle-ci est: 


2 
x) — | 2) Xo—gE| sinot-+ (a — 2) D soil 
00 —Z|ui-or E— 2x Xg|sin ot + |(w8& — 2) D’ — 2x Y.| cos wt 
Hl. AeuDBen | I Are a 
avec: 
H = (w — 02) (0 — 9%) RER 
M(A+B) 


Les variables que nous avons utilisees ne sont en general pas des variables canoniques ou 
naturelles pour lesquelles les deux degres de liberte de vibration seraient decouples. Pour qu’il 
en soit ainsi, il faut ue y=k,l,— k,L, soit nul. 

La vibration du rotor est, & l’approximation zero, une vibration sinusoidale de pulsation 
co egale A la pulsation de la rotation imposee. Le phenom£ne est caracterise par deux resonances 
correspondant aux racines de l’&quation aux frequences propres H = (0. 

Suivant le theor&me general bien connu, les pulsations couplees de resonances sont exte£- 
rieures ä l’intervalle des pulsations propres w, et Q.. 

En general, les pulsations de resonances sont voisines des pulsations &, et Q,, le terme de 
couplage etant petit dans la plupart des rotors utilises industriellement. Remarquons que les 
machines a Equilibrer sont construites avec k, = k,; dans ce cas, il y a decouplage si le barycentre 
est equidistant des paliers. 

L’approximation d’ordre zero qu’on vient d’etudier est celle qui correspond & l’etude de 
Buazss. Elle suffit amplement pour le cas des rotors ä ellipsoide d’inertie de revolution autour 
de l’axe de rotation. Sur une @quilibreuse moderne, le rapport de la vitesse de rotation a la plus 
grande des deux vitesses de resonance est generalement eleve; en pratique, souvent de l’ordre 
de 10. Il est des lors logique de rechercher ce que deviennent ces solutions lorsque les rapports 
o/® et 2,/w tendent vers zero. On trouve: 


xD — X,sinwt-+ Yecoswt, 
00 = E sinwt +D’coswt 


ce qu’on pouvait prevoir aisement, 


Approximation d’ordre un 
On est conduit A resoudre le systeme differentiel forme par les equations (7) et (8) lorsqu’on 
lat =. 
On trouve, tous calculs effectues: 
x/M 
w: — ws 


HD) — S,sinwt-+ Gcoswt+ S;sin3wt-+ C,cos3wt 


__xIM 
7 9 w2 


az) = [S, sin ot + C, cos wi] [Ss sin3@t + (C,cos3 ot], 


— 02 
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oü S,, C, S;, C, representent les expressions suivantes: 


se Bla) U N —AE) +4 eg AXo— 1 Yo]. 
ED [gay IE + AD) pe + Yo» 
EN (ea (AE HD) + Kap (@Xo +1 Yo]. 
TEA AU E— AD) + AV 1%o) 


2 

avec K = (u — 9 02) ( — 9 re.) P 

On constate de legeres modifications A l’amplitude de vibration ä m&me frequence que celle 
de la rotation imposee. Mais, et ceci est beaucoup plus important, on constate l’apparition de 
vibrations de frequence triple, qui viennent se superposer aux vibrations fondamentales. Les 
expressions de C, et de S, montrent aussi l’apparition de deux nouvelles resonances, mais celles-ei 
ayant lieu pour des vitesses environ trois fois plus petites que les resonances de l’ordre zero, sont 
sans importance pour l’etude poursuivie. 

Quand on fait tendre vers l’infini la vitesse de rotation, de maniere ä& obtenir le comporte- 
ment du syst&me tres au-dessus des resonances, on trouve les expressions suivantes: 

D=0, 
1 


00 — —.(/ D’— AE)) sinwot+ SUE + AD’) cos at— „ (4E' +7f/D')sin3owt 


+20 E'— AD) e0s3 ot. 


L’apparition d’une vibration de fröquence triple est done surtout sensible dans le mouvement 
de vibration de nutation du rotor. 


Approximations d’ordres superieurs 
PP pP 


Celles-ci s’obtiennent comme prec&demment. On voit apparaitre des resonances ä des 
vitesses de plus en plus basses et donc sans importance. Nous nous bornerons & &crire les valeurs 
des approximations d’ordre deux dans le cas des vitesses de rotations elevees. On trouve: - 


0, 


1 
09 = (42 + P) (E’sin ot + D’ cos@ D—@/4D + fE'— A2E)sin3 wt 
1 
— 5 2/AE’— ED’ + 4:DY) 003 @t + @/4D + A2E’ — fE’)sin5 wi 


1 
— g(214E' + PD’— A2D') cos5 ot. 


Il apparait dans le mouvement de nutation une vibration & frequence cing fois plus &levee. 
On n’Eprouve aucune difficult& A poursuivre les caleuls, on trouve successivement tous 
les harmoniques impairs. 
Formules gönerales 
Il suffit de sommer les differentes approximations trouvees apres multiplication par la 


puissance de e adequate. Revenant ensuite aux paramötres initiaux, on trouve, pour les grandes 
vitesses de rotation: 


%=Xgsinwt+ Yscoswt, 


97 c NEN n ä Sa 
= sinoi| 2E _2DF—E(A—B) E(A—BE 44ER 
An Eh (A + BJ 
+ cos ot LER 2E er D(A—B) D(A— B®?+4DF? eh 
A+B (A By des 


n E(A—B)+2DF E(A— BP _ADF(A—B)— 4ER 
+sinsot| a 
3aA+sy + 6(A + Bj He 


a A 
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D(A—B)—2EF D(4A— BE +4EF(A—B)—4DF 
+os3ot| 3A £ By} _ (Ar B% di 
i E(A— B? +4DF(A— B)—4EF? 
+sindotl ( an ) 
[D(A — BP — A4AEF(A— B)—-4DF 
ma 10(4 2 Bj en 
u ee 5 


A partir de ces expressions, il n’est pas difficile de trouver les valeurs des vibrations des 
paliers 1 et 2 puisque ces vibrations sont les combinaisons lineaires des vibrations x, et 6 dont 
les expressions ont &t& Ecrites pr&c&demment. 


Ineidences sur le fonetionnement des 6quilibreuses 


Dans les formules pr&cedentes, bornons-nous aux approximations d’ordre zero et un, pour 
un rotor tournant loin au-dessus des resonances. On constate qu’il n’y a pas d’effet de 
perturbation sur le mouvement de l’origine du triedre tournant. Rappelons que cette origine 
est le point de percee de l’axe de rotation dans le plan qui lui est perpendiculaire passant par 
le barycentre. Ce resultat &tait previsible par simple application du theoreme de la quantite de 
mouvement. : 

Par contre, le mouvement de nutation du rotor est influence par les termes periodiques. 
Ceci justifie le choix des coordonnees generalisees utilisees. 

Il est donc logique, pour simplifier l’&tude, d’envisager le mouvement d’un rotor &quilibre 
statiquement et ne presentant que du desequilibre purement dynamique. 

Deux cas de desequilibre purement dynamique sont a envisager: 

a) le plan des deux balourds coincide avec le plan OXZ, 

b) le plan des deux balourds coincide avec le plan OYZ. 

Ces deux cas sont simples a etudier et vont nous donner toute l’information desirable; ce qui 
nous permettra d’eviter l’etude d’un troisieme cas oü le plan des balourds, passant par l’axe 
OZ, presente un azimut quelconque. 


a) le plan des deux balourds coincide avec le plan OXZ 
Le corps tournant ne pr&esentant qu’un desequilibre purement dynamique,onaXg = Yo =. 
La coincidence du plan des balourds avec le plan OXZ conduit &D= F=0. Le mouvement 
de nutation du rotor est alors donne par: 
6 -A+3B A 


—B 
= :. RE si tele; 
E Pe aan - 


en se limitant aux approximations zero et un. 
Le fondamental du mouvement de nutation, ou le mouvement d’un des paliers qui lui 
est ici proportionnel, est donc representatif du couple de balourds avec un facteur de represen- 


tation valant: 
A +3B 


(A+B} 
Le rapport de l’harmonique trois de la vibration, au fondamental est en ce qui concerne les 


amplitudes de vibration: 
ds 1 A—B 


ee ee 


b) le plan des deux balourds coincide avec le plan OYZ 
Dans ce cas, on trouve X = Yg=D=E=!(. 
Le mouvement de nutation du rotor est: 


) 3 As: B A 


Fan Is u FA ET 
een ach 3(A+ B%°® ot- 


366 J.E. PLammvaux, Mouvement d’un rotorasymetrique tournant dansles paliers elastiques d’une &quilibreuse 
966 J. I. PLATNBWANK, Mon wen DIE ee 


Le fondamental de la nutation represente le couple de balourds avec un coefficient de propor- 
tionnalite valant ici: 

3A+B 

(A + B} 


tandis que le rapport de l’harmonique trois au fondamental est, en ce qui concerne les amplitudes: 


— ıı — 


Le facteur de representation du balourd etant different dans les deux cas particuliers 
envisages, il s’en suit que le tarage de l’&quilibreuse ne peut Etre fait simplement dans un azimut 
queleonque comme on a l’habitude de le faire. Il faudrait tarer la machine pour tous les azimuts 
de balourds possibles — ce qui est impraticable. Il ne faut pas perdre de vue que cette conclusion 
n’est valable que si les moments d’inertie A et B sont differents. Au cas oü le rotor est de revo- 
lution, l’&talonnage est independant de l’azimut et les proprietes bien connues des equilibreuses 
sont alors parfaitement valables. En pratique, on traite les rotors asymetriques comme des 
rotors de revolution, la difference entre les moments d’inertie etant souvent assez petite, ce 
qui justifie le procede. On remarquera que dans tous les cas il y a proportionnalite entre la 
vibration et la grandeur du balourd; ä& ce point de vue le systeme est lineaire. 


Le rapport des amplitudes de l’harmonique trois au fondamental est aussi different suivant 
l’azimut considere; il est done necessaire d’annuler les harmoniques lors des mesures. Pour 
ce faire, un des meilleurs procedes est d’employer une methode de mesure utilisant un wattmetre. 


L’importance des harmoniques est surtout grande lorsqu’on utilise un capteur de vibration 
electro-magnetique, comme c’est le cas dans la majorite des equilibreuses modernes. Ces capteurs 
donnant lieu ä une force electro-motrice proportionnelle ä la vitesse de vibration, exagerent 
l’importance des harmoniques de rangs €leves proportionnellement & leur rang. 


Un rotor asymetrique ne peut done &tre traite suivant l’approximation qu’on utilise en 
pratique et qui consiste & “lineariser‘‘ les equations de mouvement. Ce procede a conduit ä ce 
qu’on appelle l’equation matricielle de l’equilibreuse exposee par FEDERN [3] et qui se montre 
extr&mement utile en pratique. Cette methode consiste & Ecrire que les vibrations V, et V, des 


paliers 1 et 2 sont des fonctions lineaires des balourds dr et by places dans les plans d’equilibrage 
I et II. On e&crit alors: 


V, = [aılbdı + [an] du, 
V, = [agı] dr + [asıı] du 


les [a] etant des coefficients d’influence dynamiques. La notation vectorielle est employee pour 
indiquer qu’il s’agit de fonctions sinusoidales dans le temps qu’on represente par des vecteurs 
tournants en travaillant dans un plan de GAuss comme on est accoutume ä le faire en electricite. 


Il y a lieu de preciser le sens du terme “linearisation”. Les equations de mouvement du 
rotor peuvent &tre linearisees au sens du mathematicien; mais ces &quations lineaires sont ä 
coefficients periodiques. Le mecanicien a tendance A baptiser lingarisation, non pas l’obtention 
d’equations lineaires (A coefficients variables ou non) mais bien l’obtention d’&quations lineaires 
a coefficients constants. C’est du sens plus restrietif donne par le mecanicien & l’expression 
“linearisation” que provient le malentendu qu’on rencontre en equilibrage. 


Preeision d’&quilibrage 


En Europe, on a coutume de definir la precision de l’&quilibrage par la limite superieure 
du balourd residuel admissible dans chaque plan d’equilibrage du rotor. Souvent ce balourd 
residuel est exprime par l’excentricite maximum correspondante du barycentre. 


‚ „ Depuis une dizaine d’anndes est apparu aux U.S.A. un nouveau procede& d’exprimer le 
desequilibre residuel admissible. Ce procede, dü A SENGER [4], [5], [6], qui admet implicitement 
que l’ellipsoide d’inertie du rotor est de revolution autour de l’axe de rotation, consiste A limiter 
les deplacements que prendraient les paliers, le rotor tournant autour de son axe naturel de 
rotation. C’est ce qui se passerait si le rotor etait entraine A une vitesse quelconque &tant place 
dans des paliers absolument libres. 


EN WR u DEN N 
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Dans le plan d’equilibrage distant de A de l’origine, introduisons une masse a dont l’ordonnee 


est Y, l’abscisse X etant nulle. On trouye: 


E23 
M-+u’ 


Les moments d’inertie A et B &tant supposes egaux, le mouvement du rotor, tr&s au-dessus des 


. resonances, est defini par: 


%= Ygcoswt, 


0=Zcosot. 


Il en resulte que le mouvement du palier 1 a une amplitude qui vaut: 


YG 04 
M-+u A 


De 


Cette expression se compose de deux termes, le premier provient du deplacement du centre de 
masse, et le second resulte du mouvement de nutation. 


Avec les m&mes notations, SENGER trouve que l’amplitude du deplacement du palier 
s’exprime sensiblement par: 
EV uyi 


Beer tr 


M+u A—C z 


le premier terme etant dü au deplacement du centre de masse, tandis que le second provient 
de V’inclinaison de l’axe naturel du rotor causee par l’adjonction de la masse u. La formule de 
SENGER n’est pas valable si le rotor presente une sphere d’inerttie (A=B= (C). 


On constate que la mesure du residu de deplacement du palier d’une Equilibreuse, ne donne 
pas d’information precise sur le deplacement qu’aurait le palier dans le cas du rotor completement 
libre. Cela provient du fait que lorsque le rotor se trouve sur une €quilibreuse, oü les paliers 
ne sont libres que dans une direction, les couples gyrostatiques sont repris par les paliers sous 
forme de reactions de liaisons agissant perpendiculairement au plan defini par l’axe de rotation 
et la direction du deplacement des paliers. L’estimation du residu de deplacement des paliers de 
l’equilibreuse est la seule mesure aisee & faire industriellement. La methode americaine de 
definition du desequilibre residuel n’est pas d’un acces experimental aise. C’est pourquoi on 
peut se demander si un avenir lui est reserve. 
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1. Übersicht 


Wirku ngsz usammenhänge mechanischer Glie- h 


Zunächst wird das Wirkungsschema eines mechani- einwi: 


chen Systems, welches aus zwei durch eine Feder 
ns Massenpunkten besteht, entwickelt. Es 
ergibt sich eine ringförmig zusammenhängende Struk- 
tur der Wirkungslinien. Das Wirkungsschema der 
idealisierten Feder erhält man durch einen Grenzüber- 
gang derart, daß man mit der Größe der Massen gegen 
Null geht. Zur Durchführung von Schnitten erweist 
es sich als erforderlich, mit der Größe der Federkon- 
stanten gegen Unendlich zu gehen. Dabei ergibt sich 
auch der Wirkungszusammenhang des Kraftangriffes 
am Massenpunkt. Abschließend wird das Wirkungs- 
schema des linearen elastischen Kontinuums ent- 
wickelt. Wesentlich ist hierbei, daß jedes heraus- 
geschnittene Stück grundsätzlich das gleiche Bewe- 
gungsverhalten zeigt. Das Wirkungsschema des star- 
ren Massenstabes erhält man durch Grenzübergang. 


%2.DasZweimassensystem und sein Wirkungs- 
schema e 
Die Massenpunkte m, und m, sind nach Bild 1 
durch die Feder F verbunden und bilden ein schwin- 
gungsfähiges System. Als Anfangszustand denken wir 


MEs F. /Nz 


Bild 1 


uns die Feder gespannt, die Massenpunkte ruhend und 
verfolgen den eintretenden Bewegungsablauf hin- 
sichtlich seines Wirkungszusammenhanges. 


Die Feder übt auf die Massenpunkte bestimmte 
Kräfte aus, wodurch jene beschleunigt werden. Diese 
Massenbeschleunigungen ziehen Ortsveränderungen 
nach sich, und diese wiederum bedingen eine Änderung 
der Federlänge. Der veränderten Federlänge ent- 
sprechen bestimmte Federkräfte, welche die Massen- 
punkte nunmehr beschleunigen. Man erkennt hieraus, 
daß diesem kontinuierlichen Vorgang ein ringartig 
zusammengeschlossenes Wirkungsschema nach Bild 2 
entspricht. 


MM; 


Bild 2 


Die Massenpunkte und die Feder sind in Bild 2 
durch die Blöcke m,, m, und F dargestellt, die durch 
die Linien /, 2, 3 und 4 verbunden sind. Die Linien / 
und 2 stellen die von der Feder F auf die Massen- 
punkte ausgeübten Kräfte dar, die Linien 3 und 4 
die in die Feder eingehenden Ortsveränderungen der 
Massenpunkte. Die in den Blöcken F, m, und m, 
eingetragenen Pfeile ergeben sich sinngemäß daraus, 


. *) Aus der Dissertation des Verfassers ‚‚Systemtheoretische Ab- 
bildungen von mechanischen Gebilden und deren Verallgemeinerun- 
gen“ T.H. München 1958 ergeben sich Zusammenhänge, die hier teil- 
weise auf die Mechanik übertragen werden. 


gleichung des > \ 
schema nach Bild2. he; 

"Pat RT 
3. Das Wirkungsschema der idealisi 


eine eindeutige Zuordnung zwischen 
Systems nach 1 


Feder Br 
Aus dem System nach Bild 1 und Bild 21 
das Wirkungsschema der idealisierten, m: 
Feder durch einen Grenzübergang ableiten. 
Grenzübergang besteht darin, daß man mit den Gı 
der Massen m, und m, gegen den Wert 0 geht. 


m 
., 


man fest 
lim m, = Am,, 
m, —0 hi 


lim m, = Am, } ei 

0 2 Ru 
so erhält man als Wirkungsschema der idealisierten 
Feder die Darstellung nach Bild 3. Der rückgekop- 
pelte Zusammenhang bleibt auch dann erhalten, 
wenn man anstatt der Massen Dämpfungen oder all- 
gemeiner Glieder verwendet, deren Eingangsgrößen 


Bild 3 


Kräfte und deren Ausgangsgrößen Koordinaten- 
ableitungen- sind, und mit den Parametern einen ent- 
sprechenden Grenzübergang durchführt. 


4. Schnittvorgang 


Die bisher durchgeführten Darstellungen gelten 
dann, wenn man die Systeme als unteilbares Ganzes 
betrachtet, d.h. wenn man von Schnitten absieht. 
Willman z. B. in Bild 1 die Masse m, von dem übrigen 
System abtrennen, so ist der Schnitt A—B auszu- 
führen. Demgegenüber ist aus dem Wirkungsschema 
nach Bild 2 nicht ohne weiteres zu erkennen, in wel- 
cher Weise z. B. die Masse m, abzutrennen wäre. In 
dieser Hinsicht ist Bild 2 noch unvollständig. 


‚Zur Durchführung des Schnittes betrachten wir 
Bild 4. Hierin sind die beiden Massenpunkte m, und 


A 


u 
: F |ver=o) = 


| 
P] 
Bild 4 


m, als starr verbunden anzusehen, und zwar dadurch, 
daß die Größen der Federkonstanten c der die beiden 
Massenpunkte verbindenden Feder F durch Grenz- 
übergang gegen den Wert oo geht. Wir setzen fest 
limee>= zer 
>00 


Will man nun die Massenpunkte m, und m, von- 
einander trennen, so ist der Schnitt A—B durch F 
‚zulegen. In den Bildern 5a, b, c ist die starre Feder F 
von Bild 4 in den bei der Ausführung des Schnittes 


i A 

a, b) | c) 
DT DE 
Ei Fe 

ze; B 

Bild 5 


4—B entstehenden Schnittstadien dargestellt. Nach 
- der Ausführung des Schnittes gilt für die Gesamt- 
darstellung das Bild 6 mit der vollständigen Trennung 
der beiden Massenpunkte m, und m,. Die Block- 
systeme m, mit F, bzw. m, mit F, stellen, jedes für 


F m; m 
3 2 = 2 
Bild 6 


sich, das Wirkungsschema des Kraftangriffes am 

Massenpunkt dar. Die Einleitungsstellen der Kräfte 
- befinden sich bei F, bzw. F,. Auch hier ergibt sich 
der ringförmig geschlossene Wirkungszusammenhang. 
Er äußert sich darin, daß die einwirkende Kraft starr 
am Massenpunkt angeheftet ist und somit denselben 
Weg wie dieser zurücklegt. 

Da bei der hier behandelten eindimensionalen Be- 
wegung Kraftangriffe auch beidseitig auftreten 
können, wird das in dieser Hinsicht vervollständigte 
Wirkungsschema durch Bild 7 dargestellt, links und 


m 
fr 


Jg 


Bild 7 


rechts befinden sich die Einleitungsstellen #7, und Fr 
für die Kräfte. In den Block m gehen die die Kräfte 
darstellenden Linien 7 und 2 ein. Die Ortsverände- 
rung des Massenpunktes als Ausgangsgröße ist durch 
die Linie 3 dargestellt. In dieser Hinsicht sind die 
vorhergehenden Wirkungsschemata gegebenenfalls 
noch zu ergänzen. 

Um die Abtrennung des Massenpunktes m, durch 
den Schnitt A—B von der Feder F entsprechend 


Au+2 


cm 
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Bild1 in einem Wirkungsschema durchzuführen, 
gehen wir von Bild 8 aus. Hier wird das Federende, 
wie sich aus dem Wirkungsschema der idealisierten 
Feder ergibt, durch den verschwindenden Massen- 


[1 
B Bild 8 


punkt Am, begrenzt. Der Massenpunkt m, ist mit 
Hilfe der starren Verbindung 8 an Am, angekuppelt. 


5. Das eindimensionale, mit Masse 
behaftete elastische Kontinuum 


Dieses entsteht aus dem System nach Bild1 da- 
durch, daß man immer mehr und kleinere Massen 
und Federn wechselweise hintereinanderschaltet. Da 
man ein solches Kontinuum in beliebig viele Teile 
zerschneiden kann, wobei jeder herausgeschnittene 
Teil grundsätzlich dasselbe Bewegungsverhalten zeigt, 
ergibt sich unter Berücksichtigung des Wirkungs- 
schemas der Feder eine Anordnung nach Bild 9. Die 


dm, My Mur OMyr3 Omyss  OMyuss 
SE See Bis A Eurs Sure 
Bild 9 


differentiellen Massen dm, sind. mit Elementarfedern 
derart hintereinandergeschaltet, daß jeweils eine 
starre Elementarfeder $, mit einer elastischen 
Elementarfeder E, abwechselt. Schnitte sind nur 
durch starre Elementarfedern möglich. Das sich 
hieraus ergebende Wirkungsschema eines mit Masse 
behafteten eindimensionalen elastischen Kontinuums 
zeigt Bild 10. Die den Elementarmassen entsprechen- 
den Blöcke dm, sind wechselweise mit den starren 
Elementarfedern $,, bzw. den elastischen Elementar- 
federn E,„ in Reihe geschaltet. Schnitte sind in der 
oben angegebenen Weise durch die starren Glieder 8, 
zulegen. Das elastische mit Masse behaftete Element 
des Kontinuums erhält man durch die Schnitte 
X—X und Y—Y. 

Man sieht aus Bild 10, daß immer Blöcke ab- 
wechselnd so aufeinander folgen, daß die jeweiligen 
Eingangsgrößen des einen Blockes Ausgangsgrößen 
des benachbarten sind, woraus die rückgekoppelten 
Wirkungszusammenhänge folgen. 

Der Übergang zum starren eindimensionalen Kon- 
tinuum ist dadurch gegeben, daß man die elastischen 
Elementarfedern Z, durch starre ersetzt. Das Wir- 
kungsschema bleibt aber erhalten, und drückt hier 
aus, daß jedes Massenstück auch nach dem Ab- 
trennen wieder Masseneigenschaften hat. 


Verfasser: Dr. ROBERT GÄRTNER, Düsseldorf, 
Wittelsbachstr. 41a 
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Sur L’&quation differentielle d’un probleme de 
technique etudie par M. R. Gran Olsson 


En 6tudiant un probleme de technique, M. R. GRAN 
Ousson [1] arrive & l’&quation differentielle de qua- 
trieme ordre., 
fa) yV—2@y’ ty) +H2f@W"’—-ey)=0, 

(a =.comsb.) er u (1) 
qu’il transforme, par une substitution des variables, 
en &quation lin6aire du deuxiöme ordre 
(w’ — 200) fa) —vf’(@)=0, wur) - - 2) 
qu’ensuite il trouve r&soluble par quadratures quand 

Me)=Ax+B, (A = const., B = const.) 


D. MırkinovitoH [2] a donne deux meöthodes de 
resolution de cette &quation par quadratures et les 
solutions obtenues dependent d’une fonction arbi- 
traire de la variable «. 


Dans cette note l’&quation (2) est trait6ee comme une 
equation differentielle indeterminse du deuxieme 
ordre avec deux fonctions inconnues, v(x) et f(x). 
Cette &quation appartient & une classe plus large 
d’equations indeterminees integrables de forme 

zy’—ye’ +a2y +my2 =a;2Y, 
(a, = a,(&)) 
ou y(x) et z(x) sont des fonctions inconnues. 


Les solutions de (3), et möme de (2), sont exprimees 
parzdeuxsconstantes arbitraires et une fonction com- 
pletement arbitraire de la variable x. 


La methode appliquee est basee sur quelques rela- 
tions entre les derivees relatives de M. PETROVITCH, [3]. 


La derivee relative du n--ieme ordre de la fonction 
u(x) est indroduite par la definition 


o an 
Aula) =", er 


d’ou l’on tire denombreuses relations entre les derivees 
relatives._ 
Ici seront appliguees les relations suivantes 


Alu, %) = A, (u) + ArlW); 
4) = A, (u) — Ar (W%); 
2 
Alu) = Alu) + Ailu); 
4, (exp [udxz) =exp/ Alu) de = u; u = ul). 
Il suit directement de ces relations 


Alu) — Ar(u,) = 4, (%) A, I" u, 4, ) . (4). 
'2 


1° L’&quation (3) peut ötre mise sous la forme 
Ay) — Alk) +aAYN)+% Al)=a.. (5), 
ou bien, en vertu de (4) 


GEN ZEN ERDE Er 


En introduisant la fonction A(«) par la substitution 


Au) = n Alu); 


q 
a(2)=2. y=zexpfidx.. (6) 
la derniöre equation devient 
AA, (Aztexp Ada) +a, (A + dı()) +9 Al) = a5, 
de laquelle on deduite 
y— N —M—aA 
———_A,,,,.m. 
4+%+24 
La substitution de cette valeur en (6) donne 
—A +224+0/ 
A ne. Ay za 2 
ı(y) ee 


dk) = 


On obtient les solutions de l’&quation (5) de (7) 
et (8) 


BES AENE I ans ann pe © 

y- dosp.] +9, +24 = 
” N —R—aA | zz 
Bo | dx 


(A = const., B = const.) 


oü A(x) est une fonction arbitraire. 


2° L’&quation (2) peut ötre exprimee sous la 
forme (5) u 
4’) —2aAN—Af)=0 . . . (10) 


et la solution de cette &quation est, en vertu de (9) 


A 1 eh, 
a er ka 0 er 
BREMEN, 10—2a) ,, N 
az Pg 1-3 


La solution de l’equation indöterminse (10) con- 
tient, donc, deux constantes arbitraires, A et B, et une 
fonction completement arbitraire, A(z). 

(2.1) L’equation (2) peut ötre traitee comme une 
equation ordinaire lineaire du deuxiöme ordre, dans 
laquelle v(x) est une function inconnue et f(x) un para- 
metre. 


Cette equation est resouble par quadratures quand, 
en vertu de (11) 


B La 
f@) = | 


Son integrale generale est dans ce cas 


ee 


2 
vi 


10+20) ,, 
A—a ; 


oü, en vertu de (11) 
E A . IPA 
mi 


Litterature 
1] H n GRAN OLSSoN, Ingenieur-Archiv 5 (1934), S. 363—373. 
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Über die partiellen Ableitungen 
der von Kärmän-Tsienschen Potentiale 


Einleitung 
1932 hat von KArmÄn [1] das axiale Strömungs- 


potential an einem Drehkörper mit Überschall- 
geschwindigkeiten in der Form: 


zs—ßr 
2 fs) ds 
(X nn en .. 
Po\T r) / Ye 73 &)2 — fir? (1), 
f)=0, 8=-YJM-1, 


angegeben, wobei x die axiale, r die radiale Variabl 
f(£) die Quelle, M die Macuzahl bezeichnen. rn 


\ 
| 
} 
k 
& 
f 
{ 
% 
£ 
® 
\ 
# 


. Dabei bedeutet gn(x, x — €) 


Sechs Jahre darauf entwickelte Tsıex [2] den 


- Ausdruck: 3 


z—Br 
1 (© — 8) g(8) dE 


Pr) een 


Pl, r) = . (2) 


für das Potential der Querströmung, wobei g(£) die 
Doppelquelle bedeutet, für welche g(0) = 0 ist. 
Sowohl (1) als auch (2) können als spezielle Fälle der 


RıEMANnNschen Integrale: 


z—Br 


Tu) — 9a 
Onlx; r) Zi 7% 


FE Ve: —- 9? — Pr 


aufgefaßt werden, wobei 7%,(t) das TSCHEBYSCHEFF- 
sche Polynom von erster Art und n-tem Grade ist. 
einen Quellenfaktor, 
welcher durch Randbedingungen festzulegen ist und 
die Bedingung 9(x, x) = 0 befriedigt. 

Es ist leicht ersichtlich, daß die Funktionen (x, r) 
auch in der folgenden Gestalt dargestellt werden 


können: 
= 
Ta &) Im(x, y) dy 
Ina, r) = 2 2 72 
5 Men 


Die Funktionen 9,(&, r) spielen nicht nur in der 
Gasdynamik eine wichtige Rolle, sondern sind auch 
mathematisch sehr interessant. Daher wollen wir sie 
von KÄrm4n-Tsıensche Potentiale nennen und ihre 
partiellen Ableitungen angeben. 


. (8) 


May 


TSCHEBYSCHEFFsche Polynome 
Diese sind bestimmt durch die Formel: 


Tat) = [ee + Pr + CR] . 6) 


m 0 2er 


Es ist leicht zu beweisen, daß sie der folgenden Re- 
kursionsformel genügen: 


n Ty() _ d [t Tatt) — Tn—ılt) 
je—ı 4 | je=ı 
1 
2 


. (6). 


Ta+ı(l) — Tn-ı(t) 
ye—ı 
Multipliziert man den Faktor (t + Ji? — 1)? aus, so 

erhält man auch die Beziehung: 
Tl) = 2: Tn-ılt) — Tn—alt) mE 


Formeln (6) und (7) sind sehr nützlich für die Ge- 
winnung der partiellen Ableitungen der von KArmÄn- 
Tsıernschen Potentiale 9(2, r). 


Ableitungen für eine allgemeinere Klasse von 
Integralen 

Es seien Ft) eine Funktion von t und g(x, y) eine 
Funktion von x und y, die die folgenden Voraus- 
setzungen erfüllen: 

ee) =) 

2. die ersten partiellen Ableitungen 


2 2 
— 9%, 
= 9, Y) > &y gl, Y) 


sind vorhanden, 
3. die folgenden Integrale sind konvergent: 


x er d 
ler y) dy / FAT y) dy 
2 Te De 


Br 
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srl 


Wir wollen.das Integral 


E7 


FR) iz, y) dy 
rer 
i% Ver 
betrachten und den folgenden Satz beweisen: 


Satz I. Es sei p(x,r) durch (8) gegeben, wobei die 
Funktionen F und g die Bedingungen 1. 2. 3. erfüllen. 
Dann sind die ersten partiellen Ableitungen von $ 
durch die folgenden Integrale dargestellt: 


„. [Emma 


WR” 


: (8) 


i T 
Y „[9\ 2 
ey E az Be eg 
ER N 

Daß (9) richtig ist, folgt unmittelbar durch Differen- 
tiation von (8) nach x unter Berücksichtigung der 
Voraussetzung 1. 

Zum Beweis von (10) bemerken wir, daß man hier 
den endlichen Teil des divergenten Integrals zu Hilfe 
nehmen kann. Doch, wie in dieser Arbeit gezeigt wird, 
kommt man viel schneller, einfacher und sogar mit 
geringeren Voraussetzungen zum Ziele, wenn man 
folgendermaßen verfährt. 

Es sei 


a ae 


Dann geht (8) über in 


Br 
ul 
1 


yve—1ı 
Nach Differentiation von (12) nach r ergibt sich sofort: 
® x 
El oLcE 
0% Vx? — ß? r? 


. (12). 


P7 


Br 


t Fit) EITT g(z,ß rt) di 
1 


Das erste Glied der rechten Seite ist Nullnach Voraus- 
setzung 1. Das zweite ist aber vermittels (11) mit dem 
Integral von (10) identisch. Damit haben wir Satz 1 
bewiesen. 


. (13). 


Ableitungen für die von KArmAÄn-Tsıenschen 
Potentiale 


Unter der Voraussetzung, daß die Funktionen 
gm(x, y) die Bedingungen 1., 2., 3. erfüllen, haben wir 
sofort für 


Fit) = Ta(t) ’ 9%, Yy) = MY). - (14) 
die Beziehungen 
= | ie (x, y) d 
m. | Ale ns, 
0% MER 
y I mr 
“ [ 
se Yy 
Zr ey) 
| re ar ER 
or : Ye — P? 72 
r 


25* 


I 


Benutzt man die Eigenschaften (6) und (7) von T(t), 
so folgt unmittelbar der folgende Satz: 


Satz2: Für die ersten Ableitungen von In gelten die 


Beziehungen: 


Be Rn) er 


Br 


\ 
E zn ) Pn+1 


Tn en m (18). 


Beweis von (17). Von (16) ist 


Br 


= — al — ı) Pn—1 
5 Er 2 or (2, y) dy 
P Van= 
dy 


en &) In-1% 9) Br 


—(n—1) 
aRsejg 


Wenn in (6) n durch n — 1 ersetzt wird, kann das 
zweite Integral folgendermaßen geschrieben werden: 


E7 
Yy KAT = 
erl N DekeitD 
r Ve) 
—| — 1 
Ar Br 
Dieses geht durch partielle Integration über in 
z 
2 Film Y 
Br Ta-ı (4 ) Ta? (; ) ö f 
Br ver u; zu ög In—ıl% Y) Y P 
el 
Br ß '# 


Hiernach ergibt sich sogleich 


In Y)- 


[%) 
ae) EN 


E f weoekielrziE 


Yay-ı ae öyIn+ıl% ) dy, 


welches sich auf (17) zurückführen läßt, wenn man 
Formel (7) heranzieht. 


Beweis von (18). Aus (6) folgt durch partielle 
Integration und unter Berücksichtigung von 
In+ıl% 2) =, ’ 


(+1) Pn+1 


Te 7, + () Fr Ta 2) re N > 


U 000000.000 


Zen 


nun) 


> — 1m &y In+ıl% 7) dy . 


vw Meder 


Daraus ergibt sich unmittelbar Formel (18). 


Aus (17) und (18) erkennt man durch wiederholte 
Anwendung des in der linken Seite stehenden Opera- 
tors die Richtigkeit des folgenden Schlußsatzes: 


Satz 3. Für die zweite Ableitung von pn nach r gelten: 


(=) #2] Pn—2 


Ty (4) = In—2(2, y) dy 
er BE a ee. (19) 
J War 
und 
(# + r) E +(nr+ 2 Pn+2 
‚ Ta Fa = In+2lt; y) dy 
— für2 Br — ... (20), 
R YvY—R 
vorausgesetzt, daß a] verschwindet. 
yv=rt 


Schlußbemerkung 


Formeln (17), (18), (19) und (20) sind sehr wichtig 
für die Integration der gekoppelten Strömungs- 
gleichungen für Drehkörper mit Überschallgeschwin- 
digkeiten. Es ist nur durch die obigen Formeln 
möglich, die verschiedenen Ableitungen von @n-., 
Pn-1» Pn» Pn+1» Pn+2 durch Integrale mit demselben 
TSCHEBYSCHEFFschen Polynom, 7',(t), auszudrücken 
[3]. Diese Eigenschaft ermöglicht die Lösung der 
Randwertaufgabe des Drehkörpers, welche bisher 


nicht einmal annäherungsweise befriedigt werden 
konnte. 
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Beziehungen zwischen Defektabschätzungen 
und ‚Linear programming‘ bei linearen Glei- 


 chungssystemen 


- Der Einfluß von Abrundungsfehlern kann bekannt- 
lich bei der Lösung linearer Gleichungssysteme 


N 
BL, x) = r(j) (5272) 


oder in Matrizenform 
Arz=r (A| #0; Lösung) -"%.: .(l) 
sehr unangenehme Auswirkungen haben. 


Die zahlreichen bekannten Fehlerabschätzungen 
wie z. B. für die Iteration in Gesamtschritten: 


&m = Bxtm—ı+r(m=2,3,..; B=E—-A=(b); 
E = Einh. matrix; 
(s. [3], dort auch weitere Literaturangaben). 


K 
|%o — Zm| S 1x [Cm — &m—ı| 
im Falle K=Max 3’ ul<ı [9 
" & ; 
(k#j) 


oder für beliebige Näherungen y mit dem Defekt 
d= Ay—r (s. [2], [4] u. [6]) 


d 
ra —yl= 2 > [A| = |Yra,almin (3). 


(Insbesondere für die obige Iterationsvorschrift hat 
man einzusetzen 
Rz 
und 
|d| = |zm — B £m — r| = | B(zm — tm—ı)|) 


sind daher von grundsätzlichem Interesse. Leider 
liefern sie nicht immer befriedigende Resultate. 

Wir beschreiben eine Variante dieser Abschätzun- 
gen, die oft bessere Ergebnisse liefert, deren geschlos- 
sene Auswertung allerdings langwierig ist, da an die 
Stelle der Ermittlung bzw. Abschätzung von |A| die 
Ermittlung bzw. Abschätzung der Minimalwerte ge- 
wisser ‚linearer Programmierprobleme‘ tritt. Die Mit- 
teilung soll daher nur den Zusammenhang aufzeigen; 
für die konkrete Fehlerabschätzung dürfte der ange- 
gebene Weg i. a. zu umständlich sein. 

Es sei y eine Näherung für die Lösung 


Ad — 
ha :::@ 
des Problems (1). Als Norm wählen wir 


IzI| = Max lea] (j — 12, n). 
j 
Einsetzung in (1) ergibt 
= — || —yll-A-% 
mit 
er eu hier er 
ar 


Durch Übergang zur Norm finden wir bei beliebigem 
normiertem z die Abschätzung 


all Id. ver 
Io—yl= gen we N- Milde 
(5). 


(Der Betrag als Norm hätte (3) ergeben!) 
Zur Ermittlung des Nenners 
N = Min Max |(A 2); 
Iell=1 5 
(A 2). = j-te Komponente von A z WIE) 


denken wir uns eine Komponente von 2 herausgegrif- 
fen und gleich + 1 oder —1 gesetzt. Das geht auf 2n 
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Arten. Die verbleibenden Komponenten von z fassen 
wir zu dem Vektor v= (uy)® =1,...,n —1) zu- 
sammen; dann wird bei Zusammenfassung der Abso- 
lutglieder zum Vektor —t: 


Az=(lu—t; t=(i). 


Die Matrix CO hat n Zeilen und n — 1 Spalten. Für 
das herausgegriffene Problem sei 
v=1l,..,n—]), 


%n)— Min Ma KCu—Hul Treat 


st 
Mitt0O su, + 1= v„) < 2 können wir dann auch 
schreiben 


n—1 


2, Cv %o) — gu)| S Un) 
w— 


n—1 


0=| 2 ar u — 
v= 


‚mit 


n—1 


= 2 cv + tu) 
vl 


oder gleichwertig 


n—l1 
2 Cjv Yo) — Ym) < Qu) Y%n) = Min! 
v=1 (dm)>0) 
n—1 
— 2 v9) — Un) S — A) =1,..,n—]) 
= 
0< vn En (lern) 


(6). 
Mit ‚slack-Variablen‘ läßt sich dieses Problem in 
der üblichen Weise auf das Standard-Problem der 
linearen Programmierung zurückführen und etwa 
nach DAntzıG mit der Simplex-Methode lösen (z. B. 
[5], S.22£f. und S. 50 ff.). x 
Führen wir diese Rechnung für alle 2n Probleme 
durch, so mögen die Lösungen Yen) (v=|1,...,2'n) 
sein. Damit erhalten wir 


N= = Yen) ER ER Er (7). 
Beispiel: 
Für 
2% eo = 4,8 


Lösung x; = (4,9; 0,1 
a + 9%, = 5,4 N ) 
soll die Näherung %.1, = 5, Y«s, = 0,1 getestet werden. 
Man findet nach kurzer Rechnung 


4l= Y14— 4/0 > 1,16; N=1; d’ = (0,1; 0,1), 
d.h. (3) ergibt für j = 1,2 
lei — vol S | —yl S 0,122, 
während (5) auf 
wi — yal = 9,1 


führt. Die zweite Abschätzung liefert also streng den 
maximalen Fehlerbetrag. 

Eine auf nichtlineare Programmierung führende 
Abschätzung wird in [1] beschrieben. 
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Eiliptic Punch on a Half Space 
Introduction 

Despite the fact that the analogy of the punch pro- 
blem with the potential problem of a perfectly conduct- 
ing disc is well-known [1], the solution to the problem 
of half space punched by a flat elliptie cylinder does not 
seemtobeeasilyavailableintheliterature. GALIn[2] has 
given the solution to this problem in terms of ellipsoidal 
funetionsbut he doesnot derivetheexpressionsfor stres- 
sesinthehalfspace. Hereexplicitexpressionsare obtain- 
ed for stresses and strains at any point in the medium. 


Solution 
Kerrosg [3] has derived expression for potential in 
space of a perfectly conducting ellipsoid whichiskeptat 
uniform potential. According to him potential V’isgiven 
by 
ds 


ee 
= 2 | [(a® + s) (b? + s) (c? + s)]!? (1), 
Ä 


at any point outside the ellipsoid and 


A 
-3 | ara Hr era 
0 


(2), 


on the surface of the ellipsoid, where A is the largest 


root of 
2 


2 y? 2 
Dee er (3). 


a, b, care the semi-prineipal axes of the ellipsoid and Z 
is the total charge on the ellipsoid. It is also noticed 


oo oo 


’ 


Also we define for the elastic case: ‚-7 


For the complete solution of the problem, we must 
evaluate the first and second x and y partial deriva- 
tives of Y, where 


pP dx’ dy’ 
ed I Dramen 
STR 


where ? = (£ — "+ (y— y’)”’ +? 

x, y, z = the co-ordinates of any point in the field 

xz',y' = the co-ordinates of any point on the loaded 
area onz—=0 

and the range of integration is the loaded area on 

z=0. 


One has 


(8), 


Em r dx’ dy’ 1 
a (nr | 
a? b? 
e Eis 
Sp | 2 En 
-? | Kara 
i 


In view of the fact that Y — 0 asz— ©, one gets 


oo oo L 
Zn [ a [(a® + 8) (b?-+ 3) s]1? (10), 


ey oA 1 OA &2 1 
I P — b on — -— 00 
Ox | x [(a® + A) (b? + A) A]® Be dx 5A [(a? + A) (b? + A) AR® dl: 
en 1x 1 a di. 
=P - = n d=Pex 
] z(a® +4) [(a® + A) (b? + A) Al? (a? + A) [(a?+ A) (b?+4) — 2? (b?+ A) — y? (a?+ A)” 
; ; 
P er 
ET an In 2x Ja — ®— (@ — b> +22 + 3y2)| 
_P_„|22V/@—dla +2 (+) — a2? + A) — ya? + AR 
Va®—b: a? +4 
2 2? (a? — b2 
== ar Ian +2: + m) ee RT 
there that charge distribution g is given by Also 
pe E = 
a (4), > 


where « and v are the other two roots of (3). 
If we put c = 0 the potential due to a perfectly 
conducting elliptie disc is obtained as 
oo 
v'_ E ds 


arreon: 
A 


. 5), 


while the charge distribution q becomes 
EEE E 
q SET y?\1r2 
4rab ( —_———! ) 


ar da 


SHzele), 


From the usual analogy it follows th istri 
L 8 ; at the distri- 
bution of o, below the cylinder is given by br 


12 
ee Er ey M, 
A nn 
a DB 


hart ER 
where P — 2% is the total load on the cylinder. 


or oA de 1 
ZT |» ernennt 2 


which may be similarly evaluated. 


‚ The higher derivatives of Y may now be obtained by 
simple differentiation. 


The stresses and strains at any point in the medium 


may be obtained by substitution in the following 
equations [4]: 
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EWR Pa; ey av 
NL Ic [APraıı SORV 
Bi Dar Een PER A (18), 
A Sa = 2 08V 
Be ae Tg u, (19 


1 2er 02V 
FIT TE an at] .. (20), 


where u is the shear modulus and », the Poıssow’sratio 
of the material. 


For purpose of illustration, we shall calculate the 
value of o, on the axis of the cylinder and the inden- 
tation w, in terms of the load P. 

Substitution from (5) in (18) gives for points on the 
axis of the ceylinder, 


(92)2=y=0 
Se f#R (a? = 22) (b? E= 2a) — (b? = 7) 22 + (a? + 22) 22 
27 [(a? + 22) (b? + z2)]? 2 
(21). 
Also the indentation w, of the eylinder is, from (15), 
uw = AV 22 
Ba EERRETET (22), 
where V,, is the potential at the dise. 
From (2) this gives 
oo 
1—» ds 
Wo = - 
4a j [(a? + 8) (b? + s) s]'? 
ö 
Putting a = 1, s = c0t?g, we get 
1 n/2 5 
—_rv 
WERTTE j 1 (122) sin?gjie 
ö 
1—v 
= EN ir 
= DRIIE  ERWER te (23) 


Tables 1 and 2 give the values of o, and w,. The 
load P isin each case adjusted so as to be proportional 


to the area ofthe base. The stress o,is in units of — 
= 2 

2 3 (1—rv) P 

and w, in units of ———— 
2ıu 


375 


Table 1 


z 5(b=1)0(b,= .8) |o,(b = .5) |0,(b = .2) 


.2. | 1.0097 | 1.0128 1.0229 1.0768 
2 |1.0355 | 1.043834 | 1.07105 | 1.0667 
.3 | 1.0689 | 1.08136 | 1.1065 „94298 
.4 | 1.09988 | 1.1104 1.10795 „80466 
5 |1.12 1.12322 | 1.07515 .68496 
.6 | 1.1245 | 1.0891 er 2 

1 1.00 .93195 12735 .34136 

1.5 | .73372 | .64485 „4547 .1961 

2 .52 ‚44213 .2973 .12416 

3 .28 .23088 .14935 |  .0609 

4 .16955.| .13805 .0880 | .03558 

Table 2 
Indentation w, 
Be 1.50708 
Des 1.401986 
b= .5 | 1.07826 
Dee 60384 


Observation: One notices that the indentation is 
maximum in the case of a circular ceylinder as also is 
the maximum stress o, developed in the medium along 
the axis of the cylinder. 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


Dr. L. Föppl und Dr. E. Mönch, Praktische Span- 
nungsoptik. Zweite, neubearb. Aufl. XI + 2098. 
m.163 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1959. Sprin- 
ger-Verlag. Preis geb. 30,— DM. 


Gegenüber der ersten Auflage hat dieses Buch über 
„Praktische Spannungsoptik“ zum großen Teil eine 
Neubearbeitung erfahren, um einerseits Überholtes 
und Veraltetes zu streichen und andererseits den 
Fortschritten auf diesem Gebiet Genüge zu tragen. 
Da der Erfolg spannungsoptischer Arbeiten wesent- 
lich von der Güte des Modellwerkstoffes abhängt, sind 
gerade in den letzten zehn Jahren neue Kunststoffe 
entwickelt und erprobt worden, so daß sich hier ganz 
besonders merkliche Fortschritte abzeichnen. Aus 
diesem Grunde sind in der 2. Auflage die Abschnitte 
über die Verwendung des Phenolformaldehyds ganz 
weggefallen und haben dafür neue Modellwerkstoffe, 
wie insbesondere das Äthoxilinharz (ARALDIT), eine 


- eingehende Schilderung erfahren. 


Dieses Buch dürfte für den konstruktiv schaffenden 
Ingenieur von großem Nutzen sein. Hier kann sich 


der Ingenieur nach einem Studium der Grundlagen 
der Spannungsoptik das praktische Wissen aneignen, 
um die verschiedenen Festigkeitsaufgaben zu behan- 
deln. Auch können alle diejenigen, die sich in einem 
Forschungslaboratorium mit Spannungsdoppelbre- 
chung beschäftigen, dieses Werk als Ratgeber be- 
nutzen. Ferner dürften besonderes an Spannungsoptik 
interessierte Studenten der höheren Semester hier eine 
Einführung in dieses Gebiet finden. Es bleibt zu hof- 
fen, daß mit diesem empfehlenswerten Buch die 
Spannungsoptik mehr Eingang in Technik und Wis- 
senschaft in Deutschland finden möge, dain den USA, 
der Sowjetunion und Großbritannien viel mehr als bei 
uns von der spannungsoptischen Methode Gebrauch 
gemacht wird. 

Neben der eingehenden Wiedergabe der ebenen 
Spannungsoptik, die schon seit mehreren Jahrzehnten 
zu den gesicherten Grundlagen gehört, hat der drei- 
dimensionale spannungsoptische Versuch, insbeson- 
dere das Einfrierverfahren eine umfassende Schil- 
derung erfahren. Hierzu gehören die Technik der 


Modellherstell und die optische Auswertung der 
ee in den Modellschnitten. 


Weiterhin ist aufgezeigt, wie man die am Modell ge- 
wonnenen Ergebnisse auf die Hauptausführung über- 
tragen kann ( ichkeitsgesetze). 


Einem weiteren Abschnitt sind die speziellen Ver- 
fahren der Spannungsoptik vorbehalten. Da man bei 
einem ebenen spannungsoptischen Versuch lediglich 
nur die Hauptspannungsdifferenzen messen kann, 
sind verschiedene Verfahren aufgezählt, mit denen 
auch eine getrennte Bestimmung der einzelnen Haupt- 
spannungen möglich wird. Auch wurden noch Ver- 
fahren für Platten- und Schalenuntersuchungen und 
zur Analyse dynamischer Spannungszustände ange- 
geben. Schließlich finden noch die neuen Arbeiten 
über Photoplastizität Erwähnung, wo es sich um den 
Zusammenhang zwischen der optischen Doppel- 
brechung und dem plastischen Verformungszustand 
handelt. 


Wie in der 1. Auflage haben verschiedene neue An- 
wendungen der Spannungsoptik, die von den Autoren 
selbst durchgeführt bzw. geleitet worden sind, in der 
neuen Auflage Eingang gefunden, wodurch die Nütz- 
lichkeit der Spannungsoptik bei technischen Pro- 
blemen besonders zum Ausdruck gekommen ist. 


Erkner b. Berlin H. SCHWIEGER 


Dr. E. Eekert, Einführungin den Wärme- und 
Stoffaustausch. Zweite, überarbeitete Aufl. XI + 
295 S.m.171 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 1959. 
Springer-Verlag. Preis geb. 28,80 DM. 


Die 1. Auflage des Eckertschen Lehrbuches er- 
schien bereits im Jahre 1949. Hervorgegangen aus 
Vorlesungen des Verfassers an der Technischen Hoch- 
schule in Braunschweig, füllte es damals eine merk- 
liche Lücke im Fachschrifttum aus, zumal das Buch 
von MERKEL über die Grundlagen der Wärmeübertra- 
gung dem neuesten Stand auf diesem sich rasch ent- 
wickelnden Fachgebiet inzwischen nicht mehr ent- 
sprach. Das galt insbesondere für den Teil des 
Merkxerschen Buches, der sich mit den Vorgängen des 
Wärmeüberganges beschäftigte. Hier vor allem 
mußte der Anschluß an den modernen Stand der Ent- 
wicklung gefunden werden. Und das ist EcKErrT in 
jeder Weise gelungen. Ausgehend von den klassischen 
Grundlagen der Pranprtschen Grenzschichttheorie, 
führt er den Leser durch eine geschickt getroffene 
Stoffauswahl in didaktisch ausgezeichneter Weise in 
dieses nicht immer einfach zu überschauende Grenz- 
gebiet zwischen Thermodynamik und Strömungslehre 
ein. Dieser Abschnitt stellt seinem Umfang nach den 
Hauptteil des Buches dar, wobei das in der 2. Auflage 
neu hinzugekommene Kapitel III E über Sonder- 
probleme erzwungener Konvektion, in dem u. a. auch 
auf solche interessanten Vorgänge wie die Film- und 
Schwitzkühlung kurz eingegangen wird, auf das be- 
sondere Interesse des Lesers stößt. 


Aber auch der Hauptabschnitt II, der den Vor- 
gängen der Wärmeleitung gewidmet ist, wurde über- 
arbeitet und straffer gegliedert. Neu aufgenommen 
wurden hier u. a. die Abschnitte über das Relaxations- 
verfahren und das Thermometerproblem. Praktisch 
unverändert geblieben sind die Hauptabschnitte IV 
und V über die Wärmestrahlung und den Stoffaus- 
tausch. Gerade aber dieser letzte Abschnitt hätte eine 

berarbeitung mit dem Ziel einer etwas ausführ- 
licheren Stoffdarbietung durchaus vertragen, um dem 
gewählten Buchtitel inhaltlich besser als bisher ge- 
recht zu werden. Mit dieser Feststellung soll jedoch 
der Wert dieses sonst ausgezeichneten Lehrbuches 
keineswegs gemindert werden. Es wird nach wie vor 
all denen ein guter und zuverlässiger Leitfaden sein, 
die sich mit Fragen der Wärmeübertragung zu be- 
fassen haben, sei es während der Ausbildung auf der 


N. ELsNER 


Dresden 


Dr. K. Iserland, Untersuchungen über die Um- 
lenkung eines freien Luftstrahls mit Hilfe 
vonDrall. (Mitt. aus d. Inst. f. rn and. 
Zürich, Nr. 25.) 998. m. 48 Abb. Zürich 1958. Ver- 
lag Leemann. Preis 21,00 Fr. 


Das Problem der Schubumkehr von Strahlturbinen 
zum Zwecke der Landebremsung von Flugzeugen hat 
eine Reihe verschiedener technischer Lösungen ge- 
funden. Vom aerodynamischen Standpunkt ist eine 
der elegantesten die Umlenkung des Strahles durch 
ein Ringgitter nach vorheriger Einleitung eines Dralles 
mit Hilfe eines verstellbaren Leitapparates. Der Ver- 
fasser legt im Anschluß an einen bereits 1953 erschie- 
nenen Artikel nach einem allgemeinen Vergleich der 
Strahlbremse mit der Radbremse und dem Bremsfall- 
schirm an Hand reichhaltigen Versuchsmaterials die 
Ursachen für das besondere Verhalten des mit Drall 
umgelenkten Strahls dar. 


Das wesentliche Merkmal der Strahlumlenkung mit 
Drall besteht in der plötzlichen und vollständigen 
Umilenkung des Strahls bei Erreichung eines gewissen 
Dralls. In diesem Moment sinkt der Gesamtdruck im 
Strahlkern unter den statischen Außendruck; es dringt 
Umgebungsluft in den Kern; der bisher zylindrische 
Vollstrahl geht ruckartig in einen sich konisch erwei- 
ternden Ringstrahl über. Dieser gerät vollständig in 
die Umlenkringe, wobei der Schub des Strahls sprung- 
haft von positiven auf negative Werte wechselt. Die 
Ausbildung des Ringstrahles ermöglicht auch eine 
Umlenkung ohne Ringgitter, allein durch Absaugung 
an der wulstförmig ausgebildeten Düsenhinterkante. 
Dabei sinkt der erforderliche Drallwinkel mit zuneh- 
mender Absaugmenge. 


Die vom Autor durchgeführten Untersuchungen er- 
fassen die Einflüsse einer größeren Reihe von Ver- 
suchsparametern, so daß ein sehr abgerundetes Bild 
des behandelten Problems geboten wird. Das Heft 
dürfte über seinen ursprünglichen Zweck der Klärung 
einer für die Luftfahrttechnik wesentlichen Erschei- 
nung hinaus auch für das grundsätzliche Studium der 
Strömungsmechanik von Freistrahlen wertvoll sein. 


Dresden G. CORDES 


Dr. L. Meyer, Singularitätentheorie der 
Flügelgitter (Mitteilungen aus dem Institut für 
Aerodynamik an der ETH in Zürich, Nr. 26). 127 S. 
m. 64 Abb. sowie 10 Rechen- und 4 Zahlentabellen. 
Zürich 1959. Verlag Leemann. Preis brosch. 28,— SFr. 


Die Arbeit behandelt die Berechnung ebener 
Schaufelgitter in reibungsloser inkompressibler Strö- 
mung. Für eine gegebene Strömung werden Gitter- 
anordnung und Profilform gesucht. 


Nach der Ackerrrschen Gittertheorie wird mit 
Hilfe von Singularitäten zunächst die Parallelströ- 
mung für unendlich kleine Schaufelteilung berechnet 
und dann für die Zuströmrichtung mit stoßfreiem 
Eintritt die endliche Teilung profilierter Schaufeln 
in Zusatzgliedern berücksichtigt. Dabei werden die 
Singularitäten auf Stromlinien (die ungefähr den 
Skelettlinien der Profile entsprechen) angebracht. 
Die Änderung für vom stoßfreien Eintritt abweichende 
Zuströmrichtungen wird durch die Überlagerung 
eines zusätzlichen Strömungsfeldes gewonnen. 


Ein Rechenschema mit Hilfsdiagrammen erleich- 
tert die Anwendung des Verfahrens. Mit einer Tisch- 
rechenmaschine läßt sich ein Beispiel für stoßfreien 
Eintritt in etwa 25 Stunden rechnen. Umfang- 
reichere Untersuchungen sind nur mit programm- 
gesteuerten Rechenautomaten zu bewältigen. Der 
Gang einer solchen Rechnung wird erläutert. Für 
eine vorgegebene günstige Druckverteilung läßt sich 
die Profilform nach dem gleichen Schema durch 
Iteration ermitteln. 


Die Brauchbarkeit des Verfahrens ist durch Ver- 
gleichsmessungen im elektrischen Trog belegt. Auch 
für größere Umlenkung in stark gestaffelten Gittern 
aus dünnen Profilen ist die Übereinstimmung zwi- 
schen Rechnung und Experiment recht gut. 


Oberh.-Sterkrade J. REHBACH 


Prof. Dr. K. Knopp, Aufgabensammlung zur 
Funktionentheorie. TeilII: Aufgaben zur hö- 
heren Funktionentheorie. Fünfte Aufl. (Slg. Göschen, 
Bd. 878). 151 S. Berlin 1959. Walter de Gruyter 
& Co. Preis brosch. 2,40 DM. 


Der Aufgaben- und Lösungstext der vorliegenden 
fünften Auflage stimmt wörtlich mit demjenigen der 
dritten Auflage aus dem Jahre 1944 überein, und zwar 
einschließlich sämtlicher Zitate. Lediglich einige hin- 
zugekommene Druckfehler — hauptsächlich in For- 
meln — sind zu verzeichnen, die jedoch die bekannte 
Aufgabensammlung nicht wesentlich beeinträchtigen. 


Dresden H. WENZEL 


Dr. W. Krull, Elementare und klassische Al- 
gebra. II. Band. (Sig. Göschen, Bd. 933.) 132 8. 
Berlin 1959. Walter de Gruyter & Co. Preis brosch. 
2,40 DM. 


Handelt der erste Teil dieses Werkes (Sammlung 
Göschen 930) von der klassischen elementaren und 
höheren Algebra bis zum sog. Fundamentalsatz der 
Algebra, so hat der vorliegende zweite Teil die klassi- 
schen Ergebnisse der GALoIsschen Theorie und die 
Lösung des KLeinschen Formenproblems zum Inhalt. 
Die Darstellung freilich ist durchaus modern in der 
Hervorhebung des jeweiligen Ausgangspunktes aus 
der allgemeinen Theorie der algebraischen Strukturen. 


Das erste Kapitel, Gruppentheorie, insbesondere 
Theorie der Abbildungsgruppen, gibt einen knappen 
Aufriß der Grundlagen der Gruppentheorie, soweit 
diese für das zweite Kapitel, GALoIssche Theorie, er- 
forderlich sind. Dieses zweite Kapitel bringt in er- 
staunlicher Kürze die Hauptergebnisse der GALOIS- 
theorie. Das dritte Kapitel ist dem wichtigen Be- 
rechnungsproblem und Homomorphiesätzen gewid- 
met. Das vierte Kapitel, Affine und projektive Dar- 
stellungen, Gleichungen 5. und 6. Grades, behandelt 
die darstellungstheoretische Lösung des Formen- 
problems von einem völlig neuen selbständigen Stand- 
punkte aus. Das fünfte Kapitel schließlich handelt 
von den bizyklischen Gleichungen und den reellen 
Radialkörpern. 

Dem Anfänger dürfte das Studium des kleinen, 
aber inhaltsreichen Bändchens einige Schwierigkeiten 
bereiten, der Kenner wird dem konzentriert und glän- 
zend geschriebenen Werk manche wertvolle Anregung 
und viele neue Gesichtspunkte entnehmen können. 


Erlangen W. SPECHT 


C. E. Pearson, Theoretical Elasticity (Harvard 
Monographs in Applied Science, Number 6.) 218 5. m. 
Abb. Cambridge 1959. Harvard University Press. 
Preis geb. $ 6,—. 

Das vorliegende Buch bringt eine zusammengefaßte 
Darstellung der Vorlesungen, welche der Verfasser 
an der Harvard-Universität für fortgeschrittene 


Buchbesprechungen , 377 


Studenten gehalten hat. Es schließt insofern 'eine 
Lücke, als die Anwendung tensorieller Rechen- 
methoden in den Grundlagen der Elastizitätstheorie 
konsequent von der Herleitung der Vektor-Rechnung 
und den Grundrechnungsarten des absoluten Diffe- 
rentialkalküls her durchgeführt wird. Nach Ein- 
führung der Spannungs- und Deformationstensoren 
werden die Grundgleichungen der linearen Elastizi- 
tätstheorie entwickelt und anschließend allgemeine 
Lösungsverfahren besprochen. Einen besonderen 
Platz nehmen die Variationsmethoden ein, welche 
ziemlich vollständig behandelt werden. Weitere 
Kapitel sind den Grundlagen der Thermoelastizität, 
dynamischen Problemen und nichtlinearen Elastizi- 
tätsproblemen gewidmet. In Anbetracht des ver- 
hältnismäßig geringen Umfanges des Buches müssen 
die Klarheit der Darstellung und die Reichhaltigkeit 
des Stoffes anerkannt werden. 


München H. NEUBER 


Dr. P. Lorenz Anschauungsunterricht in 
Mathematischer Statistik. Band II: Der Schluß 
vom Teil aufs Ganze. Erster Teil. XI + 2138. m. 
27 Abb. Leipzig 1959. S. Hirzel Verlag. Preis geb. 
18,60 DM. 


Während Band I des Werkes ausschließlich der be- 
schreibenden Statistik gewidmet war, befaßt sich 
Band II, Teil 1, mit dem auf Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung fußenden ‚‚Schluß vom Teil aufs Ganze‘‘. Verf. 
will ausdrücklich nicht die Zahl der häufig zu ober- 
flächlicher, gedankenloser Test- und Schätz-Routine 
verleitenden Rezeptbücher vermehren, sondern dem 
Leser, auch dem höherer Mathematik unkundigen, die 
Schlußweise der stochastisch begründeten zufalls- 
kritischen Statistik erklären und ihm damit eine lo- 
gisch einwandfreie Deutung seiner Ergebnisse ermög- 
lichen. Zu diesem Zweck werden nur wenige Grund- 
aufgaben (Beurteilung unbekannter Merkmalswahr- 
scheinlichkeiten p, Varianzen 07; und Mittelwerte My) 
anhand geeigneter Zahlenbeispiele der Praxis veran- 
schaulicht und gründlich durchdacht. Unter Zu- 
grundelegung eines ‚‚physikalischen‘‘, häufigkeits- 
interpretierbaren Wahrscheinlichkeitsbegriffes und 
grundsätzlicher Vermeidung von Grenzübergängen 
und Grenzwertsätzen legt Verf., von den üblichen 
Darstellungen abweichend, Wert darauf, sämtliche 
Überlegungen im Endlichen, für endliche Stichproben 
aus endlichen Universa durchzuführen und die Prüf- 
verteilungen (Normal-, @2-, STUDENT-Verteilung) als 
im Endlichen geltende Näherungen für diskrete (meist 
aus Polynomialverteilung hervorgehende) Verteilun- 
gen herzuleiten. Die entsprechenden, zur Schonung 
mathematikscheuer Leser gesonderten, theoretischen 
Abschnitte und der Anhang greifen auf eigene Arbei- 
ten zurück. Im Hinblick auf manche in logischer 
Hinsicht unbefriedigende, deutschsprachige Leitfäden 
vergleichbaren mathematischen Niveaus ist die sau- 
bere Trennung vom Bavzs-Modell und die einwand- 
freie Deutung und Formulierung des Confidenz- 
schlusses besonders anzuerkennen. Leider bleibt je- 
doch Verf. bei diesen Bemühungen auf halbem Wege 
stehen. Da er bei Untersuchung der Irrtumswahr- 
scheinlichkeit nur Fehlentscheidungen 1. Art in Be- 
tracht zieht, empfiehlt er bei Vergleichen, d.h. Prü- 
fung der zusammengesetzten Hypothese H, der Para- 
metergleichheit zweier Universa, (im Sinne der NrY- 
MAN-Theorie nicht optimale) Kriterien, die 7, genau 
dann ablehnen, wenn die beiden aus unabhängigen 
Stichproben berechneten Confidenzbereiche des Para- 
meters disjunkt sind; die grundsätzlichen Mängel 
dieses Verfahrens werden durch die mühsame Tabu- 
lierung der entsprechenden maximalen Irrtumswahr- 
scheinlichkeiten in Anhängigkeit vom Confidenz- 
koeffizienten (,‚Überhangswahrscheinlichkeit‘‘) ö der 
benutzten Mutungsbereiche (die, wie man direkt er- 
kennt, allgemein <4ü-(1— ü) sein müssen) nicht 
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behoben (die Bezeichnung der Wertetabelle 
wohl nur ein Lapsus). — ie 
Wertvoll sind die umfangreichen Originaltabellen 


_ tion I(p) auf Seite 45 als „‚zweigipflige Verteilung“ ist 


"der Confidenzgrenzen für p bei Binomialverteilung; 


weitere Tabellen zur Bestimmung der Oonfidenzgren- 
zen für oy bzw. My beruhen auf modifizierten Ki und 
Stupenxr-Verteilungen. — Zweifellos wird das originelle 
Büchlein zum anschaulichen Begreifen und gründ- 
lichen Durchdenken bewährter Methoden anregen. 
Andererseits überwuchern die — zwar teilweise durch- 
aus berechtigte — Kritik am Vorhandenen und die 
ans Unwissenschaftliche grenzende, scharfe Polemik, 
die stellenweise weit über das Ziel hinausschießt, doch 
allzusehr das Positive. Ref. kann daher das Buch 
dem Neuling nur mit Vorbehalt empfehlen. — 


Unter den vom Verf. genannten, ausschließlich 
deutschsprachigen Lehrbüchern vermißt man gerade 
die zuverlässigsten, allerdings mathematisch an- 
spruchsvolleren von L. SCHMETTERER und M. Fısz. — 


Im Einzelnen sei hier nur ein historischer Irrtum 
auf Seite 46 berichtigt: die oft nach Gauss benannte 
Normalverteilung wurde bereits 1733/38 von A. DE 
Moıvke zur Approximation der Binomialverteilung 
im Falle p = 1/2 eingeführt. 


Bad Nauheim M. P. GEPPERT 


H. Parkus, Instationäre Wärmespannungen. 
V + 166 8. m. 34 Abb. Wien 1959. Springer-Verlag. 
Preis geb. 38,— DM. q 


Das vorliegende Buch bildet eine Fortsetzung der 
umfassenden Darstellung der Theorie der Wärme- 
spannungen (von MELAN und PARKUS), welche sich 
nur mit stationären Temperaturfeldern befaßte. 
Der Verfasser geht nunmehr auf nichtstationäre 
Temperaturfelder über und berücksichtigt außer den 
vollkommen elastischen Körpern auch visco-elastische 
und gemischt elasto-plastische Medien. Die Darstel- 
lung berücksichtigt in dankenswerter Weise die in 
der Literatur weit verstreuten Einzelarbeiten. Die 
Kapitel sind nach folgenden Gesichtspunkten ge- 
ordnet: Allgemeine Sätze der Thermoelastizität, 
Anheiz- und Abkühlvorgänge, periodische Tempera- 
turänderungen, bewegte Wärmequellen, dynamische 
Einflüsse, Wärmespannungen bei Visco-Elastizität, 
Wärmespannungen bei gemischt elasto-plastischem 
Verhalten. Stets sind nicht nur die zum Teil recht 
komplizierten mathematischen Formeln abgeleitet, 
sondern auch Zahlenbeispiele und Diagramme ange- 
geben. Ein umfangreiches Literaturverzeichnis und 
ein Sachverzeichnis ergänzen das Buch vorteilhaft. 
Nachdem die Entwicklung der Technik schon heute 
erkennen läßt, daß in Zukunft in vielen Gebieten, 
insbesondere im Reaktorbau, sowie im Flugzeug- und 
Raketenbau hohe Temperaturwechselbeanspruchun- 
gen zu erwarten sind, wird das Buch sicher in weiten 
Kreisen Interesse finden. 


München H. NEUBER 


A. W. Pogarelow, Die eindeutige Bestimmung 
allgemeiner konvexer Flächen. (Schriftenreihe 
des Forschungsinstituts für Mathematik bei der Deut- 
schen Akademie der Wissenschaften zu Berlin, Heft 3.) 
788. Berlin 1956. Akademie-Verlag. Preis brosch. 
18,50 DM. 

In dem Buch wird das klassische Problem, wie weit 
eine geschlossene konvexe Fläche (das ist der Rand 
eines endlichen konvexen Körpers im euklidischen R,) 
durch ihre Metrik bestimmt ist, abschließend gelöst 
Der Autor beweist folgenden Satz: 


Wenn zwei geschlossene Flächen eineindeutig und 
stetig aufeinander abgebildet werden können derart, 
daß einander entsprechende Kurvenbögen stets gleiche 
Längen haben, so sind die beiden Flächen kongruent, 
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1927, daß isometrise 
differenzierbare konvexe 
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tiver Gaussscher ımun 
1943 gelang es HrreLorz die Vor 
schwächen und insbesondere die P 
schen Krümmung fallen zu lassen. 
prow konnte 1947 die Vorausset 
schwächen, jedoch ist all diesen Erge 
daß einschneidende Differer rbark 
zungen gemacht werden, die mit dem Wesen ( 
Sache nichts zu tun haben. Der Verf. enty ckelt nı 
aufbauend auf Resultaten von LOW, . 
MANN und SALGALLER, eine Reihe speziellauf den ve 
liegenden Zweck zugeschnittener Schlußweisen, | 
rein geometrischer Natur und gänzlich verschieden 
von den klassischen Methoden, mit deren Hilfeerden i 
oben angegebenen Satz beweist und damit das Pro- 
blem für den R,in voller Allgemeinheitlöst.. ———— 

Der Beweis ist sehr lang, und wenn er trotzdem gu | 
lesbar bleibt, so ist das der vom Autor geschickt vor-r 
genommenen Zergliederung und Anordnung zu dan- 
ken. Er wirdindirekt geführt, indem ausder Annahme 
der Existenz zweier inkongruenter isometrischer ge- 
schlossener konvexer Flächen ein Widerspruch her- 
geleitet wird. _- 

In der Einführung weist der Verf. an einem Beispiel 
die Bedeutung seiner Resultate (in Verbindung mit 
dem ‚Verheftungssatz‘‘ von A. D. ALEXANDROW) auch 
für Probleme der klassischen Differentialgeometrie 
überzeugend nach, indem er Aussagen über die Ver- 
biegung glatter konvexer Flächen gewinnt, die mit 
klassischen Methoden bisher nicht erhalten wurden. 

Den Herausgebern und besonders dem Übersetzer 
gebührt Dank dafür, daß sie diese wertvolle Mono- 
graphie dem deutsch sprechenden Leser zugänglich 
gemacht haben. Sie wird sicher nicht nur von ausge- 
sprochenen Spezialisten, sondern von allen Mathe- 
matikern, die Interesse für den Stand der Forschung 
auf dem Gebiete der Differentialgeometrie haben, mit 
großem Gewinn gelesen werden. 


Halle/Saale 


H. Sacas 


F. Bachmann, Aufbau der Geometrie aus dem 
Spiegelungsbegriff. (Grundlehren der mathemati- 
schen Wissenschaften in Einzeldarstellungen mit be- 
sonderer Berücksichtigung der Anwendungsgebiete, 
Band XCVI). XIII +311S. m. 160 Abb. Berlin/ 
Göttängen/Heidelberg 1959. Springer-Verlag. Preis 
geb. 49,80 DM. 

In den letzten 30 Jahren haben verschiedene Geo- 
meter, im hervorragendem Maß der Verf. selbst, daran 
gearbeitet, die Geometrie aus dem Spiegelungsbegriff 
und den einfachsten Sätzen darüber aufzubauen. Der 
Verf. verarbeitet alle diese Bemühungen zu einem sehr. 
einleuchtenden durchsichtigen System. In einem ein- 
leitenden Kapitel stellt er die bekannten Sätze über 
Spiegelungen an Geraden und Punkten der euklidi- 
schen Ebene zusammen, betrachtet ihre Gruppe und 
beweist einige elementar-geometrischen Sätze (z. B. 
Höhensatz im Dreieck) mit diesen Methoden. Er 
kommt dann zu dem Begriff der metrischen Ebene, 
wenn er die üblichen Verknüpfungsaxiome, einige 
Axiome über Orthogonalität und den Satz von den 
drei Spiegelungen als Axiom voraussetzt. Es wird also 
über Anordnung, Stetigkeit und Parallelität nichts 
vorausgesetzt. Auch braucht die Bewegungsgruppe 
weder für die Geraden, noch für die Punkte transitiv 
zu sein. Nun kann er im zweiten Kapitel noch einen 
Schritt weitergehen und nur noch die Gruppen durch 
entsprechende Axiome zu Grunde legen. Die invo- 
lutorischen Elemente können dann als Spiegelungen, 
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und zwar die Erzeugenden als Spiegelungen an Gera- 
den, die Produkte von zwei Erzeugenden als Spiege- 


lungen an Punkten nachträglich gedeutet werden. 
Kommt es vor, daß das Produkt von drei Erzeugenden 
‚gleich Eins ist, so ist die Geometrie elliptisch, und 


jede Spiegelung an einer Geraden kann auch als 
Spiegelung an einem Punkt, dem Pol der Geraden 
aufgefaßt werden. Die Unterscheidung von Punkt 
und Gerade ist also hier nicht mehr möglich. Das be- 
deutet nur, daß die betreffende Geometrie in sich voll- 
ständig dualist. Aus der so gewonnenen Grundlegung 
werden dann die wichtigsten Folgerungen gezogen und 
das System der wichtigsten Sätze der betreffenden 


Geometrie aufgestellt. Dann stellt der Verf. den An- 


schluß an die projektive Geometrie her und zeigt, daß 
sich jede metrische Ebene in eine projektive einbetten 
läßt. Es muß dazu in der projektiven Ebene in der be- 
kannten Weise eine feste Polarität zu Grunde gelegt 
werden. Der Beweis geschieht mit Hilfe der von 
HJELMSLEV entwickelten Halbdrehungen. Jede Be- 
wegungsgruppe läßt sich dann durch Einführung 
idealer Elemente zu einer projektiv-metrischen Ebene 
erweitern. — Im dritten Kapitel gewinnt er dann den 
Anschluß an die Koordinatengeometrie und die Theo- 
rie der Vektorräume und kann die Isomorphie der von 
ihm eingeführten Bewegungsgruppen mit den alge- 
braisch bekannten orthogonalen Gruppen zeigen. Er 
geht dann noch auf die Darstellung der Vektorräume 
und ihrer orthogonalen Gruppen durch hyperkom- 
plexe Systeme, insbesondere von Quaternionen ein. — 
Zeigte sich schon in der bisherigen Entwicklung, daß 
bei vielen Begriffen und Beweisen die euklidische, 
elliptische und hyperbolische Geometrie unterschieden 
werden mußten, so baut der Verf. nun in den nächsten 
drei Kapiteln diese drei Arten von Geometrien noch 
einmal gesondert mit jeweils dafür spezifischen Hilfs- 
mitteln auf. In der euklidischen Geometrie hat man 
noch einige weitergehende, für den Aufbau folgen- 
reiche Sätze über Spiegelungen zur Verfügung; in der 
hyperbolischen Geometrie verwendet man mit Vorteil 
die „Enden“, die Punkte des absoluten Kegelschnit- 
tes. Für die elliptische Ebene wird ein Gruppenraum 
konstruiert, dessen Punkte den Gruppenelementen 
zugeordnet sind. Dieser Raum erweist sich als pro- 
jektiver Raum. 

Das Buch istin hervorragender Weise geeignet, dem 
Leser den Sinn und die Denkweise axiomatischer 
Untersuchungen in der Geometrie nahe zu bringen. 
Die Axiome stehen nicht am Anfang, sondern werden 
behutsam in mehreren Arbeitsgängen aus der Geo- 
metrie herausgelöst. Wir gewinnen so einen vertieften 
Einblick in die Struktur der Geometrie. 

Die metrische Ebene ist ein Kern, noch weiter innen 
als die absolute Geometrie BOLYAIS; durch eine Reihe 
von zusätzlichen Entscheidungen zwischen je zwei 
Möglichkeiten sind dann die einzelnen Geometrien 
daraus aufzubauen. Verf. gibt dazu ein sehr instruk- 
tives Schema am Schluß des Buches. 

Der Verf. versteht es, den Leser an jeder Stelle ganz 
in die Tiefe der Gedanken einzuführen; diese Gedan- 
ken ordnen sich zu einem Kosmos, und der Leser hat 
in jedem Augenblick diesen Kosmos vor Augen und 
den Ort, zu dem die einzelne Betrachtung gehört. Das 


“ Buch vermittelt so nicht nur Kenntnisse, sondern auch 


und vor allem Bildung. 

Das Buch ist entstanden aus Vorlesungen für Stu- 
denten der Mathematik der höheren Semester. Es 
wird inhaltlich wenig vorausgesetzt, sondern alles 
Erforderliche an seiner Stelle ausführlich gebracht. 
Wohl aber sollte der Leser eine gewisse Reife in der 
Verarbeitung mathematischer Denkweise und Frage- 
stellungen mitbringen. Es wendet sich also durchaus 
nicht nur an Spezialisten für Grundlagen der Geo- 
metrie, sondern an jeden Mathematiker, der Freude 
an dem Aufbau, der Ordnung und dem Zusammen- 
klang der verschiedenen Betrachtungsweisen eines 
Wissensgebietes hat. 


Halle/Saale O.-H. KELLER 


Buchbesprechungen 
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Fachbegriffe der Programmierungstechnik. 
Wörterverzeichnis für die Programmierung von Digi- 
tal-Rechenanlagen mit Stichworten in fünf Sprachen, 
ausgearbeitet vom Fachausschuß Programmieren der 
GAMM, herausgegeb. v. J. HrınHoLp, München. Mün- 
or, a R. Oldenbourg Verlag. Preis brosch. 

‚4 i 


Der von der Gesellschaft für Angewandte Mathe- 
matik und Mechanik (GAMM) eingesetzte Fachaus- 
schuß Programmieren hat es unter seinem Leiter 
Prof. Dr. Heinhold dankenswerterweise unternom- 
men, die durch Vereinbarung festgelegten program- 
mierungstechnischen Termini in einer Liste zusammen- 
zustellen. Diese Fachwörterliste, die eine Erweiterung 
der 1957 herausgegebenen ist, umfaßt 1. numerisch- 
mathematische Begriffe, 2. eigentliche Programmie- 
rungsbegriffe, 3. einige die Bauelemente, Speicher, 
Ein- und Ausgabe und Bedienung betreffende tech- 
nische Wortbezeichnungen. Nach Möglichkeit sind 
den deutschen Wörtern die englischen, französischen, 
schwedischen, holländischen und russischen beigefügt. 
Die alphabetischen Register sind deutsch und eng- 
lisch. Im Interesse einer einheitlichen Terminologie 
ist die Herausgabe dieses Bändchens außerordentlich 
zu begrüßen. 


Dresden H. HEINnRıcH 


E. A. Maxwell, General Homogeneous Co- 
ordinates in Space of Three Dimensions. XIV 
+ 1698. Cambridge 1959. University Press. Preis 
brosch. 13/6 net. 


Zweiter Band eines Werkes, von dem der erste 
Band die ebene analytische Geometrie behandelt. 
Dieser Band ist eine Einführung in die analytische 
Geometrie des Raumes für Studenten des 2. Studien- 
jahres an englischen Universitäten. Dem Verf. lag 
daran, eine möglichst kurze Einführung zu geben, in 
den Geist ihrer Methoden einzudringen und den Weg 
zu einem tieferen Studium vorzubereiten. Kap. l. 
Die linearen Gebilde, Kap. II. Quadratische Flächen 
(mit Polarität und Reziprozität.. Kap.III. Die 
geradlinigen Erzeugenden der Quadriken. Kap. IV. 
Liniengeometrie (dieGrundeigenschaften, das Wichtig- 
ste über Komplexe und Kongruenzen) . Kap. V. Die 
gewundene Kurve 3. Ordnung. Kap. VI. Büschel von 
Quadriken (nicht ausgearteter Fall, die ausgearteten 
werden erwähnt). Kap. VII. Anwendungen auf die 
euklidische Geometrie (affine Eigenschaften der Qua- 
driken, Kugelbüschel, konfokale Scharen von Qua- 
driken). Kap. VIII. Der Gebrauch der Matrizen- 
rechnung mit geometrischen Anwendungen. 

Die ersten sechs Kapitel bringen durchweg pro- 
jektiv-invariante Eigenschaften. Der Gruppenbegriff, 
der Invarianzbegriff, Transformationen und ihre 
Gruppen liegen außerhalb des Rahmens. Auf jede 
historische Notiz wird verzichtet. Auch die Namen 
von DESCARTES, PASCAL, MONGE, PLÜCKER, CAYLEY, 
SALMON werden nicht erwähnt, auch wenn von ihren 
Ergebnissen gesprochen wird, nur einige zeitgenössi- 
sche englische Autoren werden zitiert. Durch diese 
Beschränkungen ist es dem Verf. möglich geworden, 
eine gut verständliche Übersicht über die wichtigsten 
geometrischen Tatsachen zu geben. 

Sehr große Sorgfalt legte der Verf. auf die Auswahl 
der Aufgaben; er gibt deren drei Gruppen: 1. Sätze, 
deren Beweis dem Leser überlassen, deren. Kenntnis 
dann im folgenden vorausgesetzt wird. 2. Eine Fülle 
geschickt gewählter Zahlenbeispiele. 3. Schwierigere 
und interessantere Aufgaben. 


Halle/Saale O.-H. KELLER 


E. D. Cashwell and C. J. Everett, A practical 
manual on the Monte Carlo Method for 
random walk problems. IX + 1538. m. 64 Abb. 
London 1959. Pergamon Press. Preis geb. 40s net, 

In’den sogenannten Monte-Carlo-Methoden werden 
künstliche stochastische Modelle verwendet, die je- 


Buchbesprechungen 


weils die wirkliche Durchführung und Durchrechnung 
einer großen Anzahl von zufälligen Vorgängen, ins- 
besondere von Irrfahrten, erfordern. Sie dienen ein- 
mal zur Behandlung von Fragen der praktischen 
Analysis, z.B. von Quadraturen, von Systemen line- 
arer Gleichungen, Randwertproblemen. Vielleicht 
von noch höherer Bedeutung sind Monte-Carlo- 
Methoden zur numerischen Durchrechnung von physi- 
kalischen und technischen Problemen, die durch 
Gleichungen oder Differentialgleichungen von so 
komplizierter Bauart oder in so hoher Anzahl mit 
vielen Unbekannten, unbekannten Funktionen und 
Parametern beschrieben sind, daß eine Behandlung 
mit den üblichen mathematischen Hilfsmitteln 
hoffnungslos ist. Hierzu gehören beispielsweise Stoß-, 
Transport- und Absorptionsprobleme, die beim Durch- 
gang von Neutronen oder Photonen durch Materie 
auftreten, aber auch die Nachbildung einer Haupt- 
verkehrsstunde in einem Fernsprechamt mit ihren 
durch den Zufall bedingten Gesprächszeiten, Warte- 
zeiten und Fehlverbindungen. 


Das vorliegende kleine Handbuch ist ausschließlich 
den physikalischen Monte-Carlo-Methoden gewidmet. 
Nach Erörterung der grundlegenden Prinzipien und 
der Herstellung von Zufallszahlen für die eingehenden 
Wahrscheinlichkeitsverteilungen werden ausführlich 
behandelt die modellmäßige Nachbildung von Quellen 
für die Teilchen, ihrer Energieverhältnisse und ihrer 
freien Weglängen sowie von Zusammenstößen, Durch- 
gängen und Absorptionen. Die für die elektronischen 
Rechengeräte nötigen Programme und Unterpro- 
gramme werden für zahlreiche spezielle Fragestellun- 
gen entwickelt und durch instruktive Schemata dar- 
gestellt. Beispiele und praktische Hinweise erläutern 
die Verfahren, für die noch eine große Anzahl von 
Einzelfragen, etwa der Koordinaten- und Parameter- 
wahl von Bedeutung sind. 

Da die Literatur über Monte-Carlo-Methoden viel- 
fach sehr zerstreut und schwer zugänglich ist, werden 
Physiker und Mathematiker diese übersichtliche Zu- 
sammenstellung dankbar begrüßen. 


Stuttgart G. SCHULZ 


W.D.Kupradse,RandwertaufgabenderSchwin- 
gungstheorie und Integralgleichungen (Hoch- 
schulbücher für Mathematik, Band 21). VIII+239 8. 
m. 11 Abb. Berlin 1956. Deutscher Verlag der Wis- 
senschaften, Preis geb. DM 27,60. 


Das vorliegende Buch ist der ausführlichen Unter- 
suchung von Schwingungsgleichungen vom Typ 


Au+ku=0 


Au +" tF grad divu+ Bu =0 


bzw. 
{*) 


und den zugehörigen in der mathematischen Physik 
interessierenden Randwertaufgaben (RWA) gewid- 
met. Die meisten Beiträge zu dieser Theorie stammen 
vom Verfasser selbst; durch Ergänzung mit neueren 
Ergebnissen anderer Autoren ist eine einheitliche 
Darstellung der bisher erzielten Resultate geschaffen 
worden. 

Methodisch ist das Vorgehen naturgemäß analog 
zu dem in der klassischen Potentialtheorie. Als 
hauptsächliches Hilfsmittel dienen dabei die Integral- 
gleichungen, sowohl für die Existenzbeweise als auch 
bei der Aufstellung von Lösungen der RWA. 

Von zentraler Bedeutung ist die auf SOMMERFRLD 
zurückgehende ‚‚Ausstrahlungsbedingung‘‘, mit deren 
Hilfe die wichtigsten Unitätssätze aufgestellt werden 
können. — Die fünf Kapitel des Buches haben folgen- 
den Inhalt: Allgemeine Eigenschaften der Schwin- 
gungsgleichung und ihrer Integrale, Lösung der fun- 
damentalen Randwertprobleme für das Außengebiet, 
Randwertaufgaben aus der Theorie der elektro- 


magnetischen Schwingungen, Stationäre Schwin- 
nr elastischer Körper, Singuläre Integralglei- 
chungen. 


Der Inhalt von Kapitel IV — dem eigentlichen 
Hauptteil des Buches — ist besonders interessant, da 
über die Lösung der Schwingungsrandwertprobleme 
der Elastizitätstheorie bisher nur wenig bekannt war. 
Es werden RWA nicht nur für das Innengebiet, son- 
dern vor allem auch für das Außengebiet betrachtet. 


In Verallgemeinerung der klassischen Potential- 
theorie werden durch Konstruktion von Matrizen 
wichtige Grundlösungen zur Gleichung (*) aufgestellt. 
Man gelangt so zu den Potentialen der einfachen 
Schicht, der Doppel- und Antennenschicht. Diese 
Resultate liefern damit auch eine Theorie der RWA 
für die Gleichungen 


Au=0, Au+ku=0 
und 
Au + ER grad div u = 0 


in allen Einzelheiten. Auch erlaubt diese Methode 
in einigen speziellen Fällen die Zurückführung auf 
ein lineares algebraisches Gleichungssystem, was für 
die praktische Auswertung von Bedeutung ist. Aller- 
dings wird dies nicht weiter ausgeführt. Das Buch 
stellt sich die theoretische Behandlung der Probleme 
zur Aufgabe und verzichtet völlig auf praktische 
Durchführungen sowie die Angabe konkreter Bei- 
spiele. Es folgen dann weiter Untersuchungen von 
Schwingungen oder des Gleichgewichts inhomogener 
Medien durch ein „‚Massenpotential“. Damit werden 
z.B. Ausbreitungen elektromagnetischer Wellen, 
Aufgaben aus der Elektroakustik, Beugung des 
Schalles und der linearpolarisierten elektrischen 
Querwelle und Probleme des statischen Gleich- 
gewichtes inhomogener elastischer Medien behandelt. 


Durch die im Buche betrachteten Fälle ergeben 
sich einige allgemeine Resultate zur Behandlung von 
Integralgleichungen bei RWA. Kapitel V ist speziell 
den singulären Integralgleichungen gewidmet. Das 
Ziel ist dabei die Angabe von Methoden zur expliziten 
Lösung für einige Systeme von singulären Integral- 
gleichungen, die in den Anwendungen auftreten. 
Dies Kapitel enthält z. B. die NOETHERschen Sätze 
sowie eine Methode von CARLEMAN, strebt aber an- 
sonsten keine große theoretische Allgemeinheit an 
und verzichtet auch auf letzte Strenge im Beweis. 
Die hier angeführten Resultate finden sich nicht in 
dem bekannten Buche von MUSCHELISCHWILI. 


Der Text ist leicht faßlich und angenehm lesbar 
geschrieben. Da es sich inhaltlich um die Behandlung 
der nach der Laplace-Gleichung Au = 0 wichtigsten 
Gleichung der mathematischen Physik handelt, stellt 
diese Übersetzung der 1955 in Tbilissi erschienenen 
Originalausgabe eine große Bereicherung für die 
Interessenten dar — weniger vielleicht für Ingenieure,, 
als vielmehr für Mathematiker und Physiker. 


Dresden P. H. MÜLLER 


W. A. Bizadse, Zum Problem der Gleichun- 
gen vom gemischten Typus (Mathematische For- 
schungsberichte, Band V). 59 S. m. 5 Abb. Berlin 
1957. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften. 
Preis brosch. 13,20 DM. 


Die Frage, welche Arten von Randbedingungen bei 
einer partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit Wechsel des Typus vom elliptischen zum hyper- 
bolischen Existenz und Eindeutigkeit der Lösung ge- 
währleisten, ist nicht nur rein mathematisch reizvoll, 
sondern für gasdynamische Anwendungen auf ge- 
mischte Unterschall-Überschallströmungen von ge- 
radezu brennendem Interesse. Das Standardbeispiel 
der TrıcoMmıschen (linearen) Gleichung yuzı + uUyy=0 
ist daher in letzter Zeit häufig diskutiert worden. 
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In der vorliegenden Abhandlung untersucht Verf. 
im Anschluß an M. A. LAwRENTIJEwW für den ein- 
fachsten ‚‚gemischten“ Fall: u, + (sgn y) uUyy = 0 


(mit y=0 als Übergangslinie des Typus) mehrere 


neuartige Randwertaufgaben. Besonders bemerkens- 
wert erscheint dem Ref. die ‚Aufgabe 7',‘, bei der ein 
zweifach-zusammenhängendes Ringgebiet betrachtet 
wird; ferner die vom Verf. gegebene Formulierung des 
diesen Aufgaben äquivalenten Extremalprinzips. Für 
die Gasdynamik könnten die jedenfalls beachtens- 


- werten Resultate in der linearisierten Theorie von 


Nutzen sein; die eigentliche Problematik ist jedoch 
ohne den entscheidenden Vorstoß zu nichtlinearen 
gemischten Gleichungen nicht zu meistern. 


Göttingen M. SCHÄFER 


F. R. Gantmacher, Matrizenrechnung. 


_ Teil I. Allgemeine Theorie (Hochschulbücher für 


Mathematik, Bd. 36). XI + 324 S. m. 5 Abb. Berlin 
1958. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften. 
Preis geb. DM 26,80. 


Teil II. Spezielle Fragen und Anwendungen (Hoch- 
schulbücher f. Mathematik, Bd. 37). VII -+ 244 S. 
m. 4 Abb. Berlin 1959. VEB Deutscher Verlag der 
Wissenschaften. Preis geb. DM 26,—. 


Dieses Werk über Matrizenrechnung ist aus Vor- 
lesungen entstanden, die der Verf. an der Moskauer 
Lomonossow-Universität und an anderen russischen 
Hochschulen gehalten hat. Die russische Ausgabe, 
deren deutsche Übersetzung hier vorliegt, erschien im 
Jahre 1954. Das Buch richtet sich nicht nur an Mathe- 
matiker, sondern auch an Physiker und Ingenieure. 
Das ist sicher berechtigt, weil die Matrizenrechnung 
heute sowohl in der theoretischen Physik, als auch in 
vielen technischen Anwendungen gebraucht wird; 
aber es ist zugleich auch eine Belastung für die Dar- 
stellung, weil es schwer ist, den verschiedenartigen 
Anforderungen auf Allgemeinheit und Deutlichkeit 
der Definitionen und Beweise gleichzeitig gerecht zu 
werden. 

Es war ein glücklicher Gedanke der Redaktion, die 
deutsche Übersetzung in zwei Bänden erscheinen zu 
lassen, deren erster den theoretischen Teil enthält, 
während der zweite Band Anwendungen der Matrizen- 
rechnung, vor allem Anwendungen auf Differential- 
gleichungssysteme und auf stochastische Matrizen be- 
handelt. Die Kenntnis der Determinantentheorie 
wird vorausgesetzt, was bei der breiten Anlage des 
Werkes nicht unbedingt notwendig gewesen wäre und 
die Gelegenheit entzieht, den Begriff des äußeren Pro- 
duktes einzuführen und zu benutzen. 

Der erste Teil bringt die theoretischen Grundlagen, 
die Auflösung linearer Gleichungssysteme und die 
Operationen im n-dimensionalen Vektorraum; es fol- 
gen charakteristische Gleichung und Minimalpolynom, 
worauf in bemerkenswerter Weise die Definition all- 
gemeiner Matrizenfunktionen begründet wird, ferner 
Äquivalenz und Ähnlichkeit von Matrizen mit einer 
sehr ausführlichen Elementarteilertheorie, die Auf- 
lösung von gewissen Matrizengleichungen und endlich 


- die Theorie der quadratischen und hermiteschen For- 


men, sowie deren Transformation auf Hauptachsen. 
Viel Wert wird immer darauf gelegt, Methoden für die 
praktische Durchführung der verschiedenen Matrizen- 
operationen vorzuzeigen. Die Übersetzer haben sich 
mit gutem Erfolg bemüht, die Fachausdrücke den 
üblichen deutschen Bedeutungen entsprechend zu 
übersetzen; nur beim Ausdruck ‚‚adjungierte Matrix‘ 
scheint dies nicht gelungen zu sein, denn in ihrer üb- 
lichen Bedeutung kommt diese nicht vor, dagegen 
wird sie zweimal in zwei verschiedenen Bedeutungen 
definiert (S. 76 und S. 246). 

Das Schwergewicht des Werkes liegt ohne Zweifel 
auf den Anwendungen, also vor allem auf dem zweiten 
Band. Hier werden in 5 Kapiteln, die voneinander 
unabhängig gelesen werden können, einzelne Probleme 
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dieser Art behandelt. Zunächst werden in einem kür- 
zeren Kapitel Normalformen für symmetrische, 
schiefsymmetrische und orthogonale Matrizen mit 
komplexenElementen aufgestellt. Dann folgt die 
Ausdehnung der gewöhnlichen Äquivalenztheorie auf 
singuläre Matrizenbüschel nach KRONECKER. Das 
Hauptinteresse konzentriert sich aber auf die drei 
letzten Kapitel, welche stochastische Matrizen, Diffe- 
rentialgleichungssysteme und Stabilitätsfragen be- 
handeln. 

Hier handelt es sich um die Auflösung von Syste- 
men linearer Differentialgleichungen, deren Koeffi- 
zienten auch von der unabhängigen Variablen ti ab- 
hängen dürfen. Bei der Darstellung dieser Lösungen 
erweist sich bekanntlich die Matrizenrechnung als 
außerordentlich nützlich. Diese Entwicklungen wer- 
den auch noch an schwach singulären Stellen durch- 
geführt. Die Untersuchung der Stabilität der Lösun- 
gen nach den Sätzen und Methoden von LJAPUNow 
erfordert eine eingehende Diskussion der Lage der 
Nullstellen der charakteristischen Gleichungen; zu 
diesem Zwecke werden im letzten Kapitel mit begrü- 
Benswerter Ausführlichkeit die Sätze von HuRwITz, 
RourtH u.a. abgeleitet. Ähnliche Untersuchungen 
erfordert das Problem der Grenzwahrscheinlichkeiten 
bei MArKorFFschen Ketten. 


Die Übersetzer haben im Einverständnis mit dem 
Verf. einige Änderungen im Text vorgenommen, in 
dankenswerter Weise das Literaturverzeichnis ergänzt 
und ein Sachregister beigefügt. Die technische Aus- 
stattung des Werkes kann als vorbildlich bezeichnet 
werden. i 


Innsbruck W. GRÖBNER 


A.D. Myschkis, Lineare Differentialgleichun- 
gen mit nacheilendem Argument (Hochschul- 
bücher für Mathematik, Band 17). X + 1818. m. 
9 Abb. Berlin 1955. VEB Deutscher Verlag der 
Wissenschaften. Preis geb. 21,30 DM. 


Das vorliegende Buch ist die deutsche Übersetzung 
einer im Jahre 1950 in russischer Sprache erschienenen 
Abhandlung des Verfassers, die einen wesentlich über- 
arbeiteten Teil seiner Dissertation darstellt. In der 
Einleitung geht er kurz auf den Entwicklungsstand 
sowie auf die Bedeutung und Anwendung der Theorie 
der Differentialgleichungen mit nacheilendem Argu- 
ment ein. Da er diese Theorie für gewisse Typen line- 
arer Gleichungen mit Hilfe von Begriffen und Metho- 
den aus der Theorie des STIELTJESschen Integrals ent- 
wickelt, behandelt er in einem Anhang I die benötig- 
ten grundlegenden Eigenschaften des STIELTJESSchen 
Integrals und betrachtet im Anhang II einige dies- 
bezüglichen Ungleichungen. Im 1. Kapitel widmet 
er sich linearen Differentialgleichungen mit nach- 
eilendem Argument vom Typ 


y'(x) = ara) ya — arl®)) + fl) 
oder allgemeiner 
yılz) = I urile) yy (a — airi@)) + Ra =l,...,n, 
die er auf die Integrodifferentialgleichungen 


vo) = fy@—o)dr@,) + te) 


bzw. 


yı) = af Yi(& — S) dr) (x, Ser ne, 
f 
zurückgeführt. Er formuliert die Aufgabenstellung 
und untersucht allgemeine Eigenschaften solcher 
Gleichungen, wie z. B. Existenz und Eindeutigkeit 
der -Lösung und Abhängigkeit der Lösung von den 
Anfangsbedingungen und von den rechten Seiten 
der Gleichungen. Ferner studiert er andere For- 
men linearer Gleichungen und fügt noch Be- 
trachtungen über die Kerne r(x, s) an. Kapitel 2 
befaßt sich mit den qualitativen Eigenschaften der 
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Lösungen linearer Gleichungen 1. Ordnung und Ka- 
pitel3 mit dem Sonderfall der homogenen Gleichungen 
vom instabilen Typus. Umfangreicher ist Kapitel 4, 
das den stabilen Typ behandelt; hier wird das asym- 
ptotische Verhalten der Lösungen (z. B. in bezug auf 
Dämpfung und Schwingungseigenschaften) eingehend 
untersucht. Das letzte Kapitel (5) ist den linearen ho- 
mogenen Gleichungen 2. Ordnung vom periodischen 


Typus y’(2) = Du (x<—s) dr(x, s) gewidmet. Ein 


Anhang III bringt noch die Elemente aus der Theo- 
rie der rekursiven Folgen, die z. B. zur Abschätzung 
von Lösungen benutzt wird, und ein weiterer Anhang 
(IV) ist verallgemeinerten Differentialgleichungen mit 
konstanten Koeffizienten und konstanten Nacheilun- 
gen vorbehalten; diese Gleichungen werden ‚nicht 
nach der vom Verfasser entwickelten Methodik be- 
handelt, sondern gestatten dieAnwendung derLAPLAOE- 
Transformation. Obwohl der im vorliegenden Buch 
dargelegte Gegenstand im Zusammenhang mit tech- 
nischen Problemen, z. B. mit Aufgaben der Regelungs- 
technik, größtes Interesse verdient, geht der Verfasser 
hierauf nicht weiter ein und wendet sich somit allein 
an den rein mathematisch interessierten Leser; von 
diesem verlangt er die Kenntnis der Elemente der 
Analysis, der Grundlagen aus der Theorie der ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen und einiger Tat- 
sachen aus der Funktionentheorie. 


Berlin R. ReıssıG 


M. Fisz, Wahrscheinlichkeitsrechnung und 
Mathematische Statistik (Hochschulbücher für 
Mathematik, Bd. 40). X + 528 S. m. 37 Abb. Berlin 
1958. VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften. 
Preis geb. DM 36,—. 


Es handelt sich um eine tadellose deutsche Über- 
setzung der im Februar 1957 erschienenen stark er- 
weiterten zweiten Auflage des einführenden polnischen 
Lehrbuches. Die Anforderungen an den Leser sind 
bewußt niedrig gehalten: An Vorkenntnissen genügt 
der Stoff der Anfängervorlesungen in Analysis. Be- 
griffliche Schwierigkeiten, wie sie vor allem häufig 
bei der Einführung der Grundbegriffe der Wahrschein- 
lichkeitstheorie auftreten, . werden durch die aus- 
führliche Diskussion von Problemstellungen in einer 
Fülle geschickt gewählter Beispiele gemildert. Auf 
eine schärfstmögliche Formulierung der Sätze wird 
meist verzichtet zu Gunsten der Einfachheit der Be- 
weise, die im übrigen durchweg sehr ausführlich ge- 
faßt sind. Die maßtheoretischen Grundlagen sind so 
knapp gehalten (u. a. Beschränkung auf das RIEMANN- 
STIELTJES-Integral), daß nur Zufallsgrößen lückenlos 
behandelt werden können, die eine diskrete Verteilung 
oder eine Dichte besitzen. Bei verschiedenen anderen 
Sätzen, insbesondere auch bei einigen Grenzwert- 
sätzen und in der Testtheorie, verweist der Verf. wegen 
des Beweises auf die Literatur. Der Aussagegehalt der 
Dätze selbst wird häufig wieder an praktischen Bei- 
spielen demonstriert und gegen Fehlinterpretationen 
abgegrenzt. 

Im einzelnen enthält der Teil I (Wahrscheinlich- 
keitsrechnung) des Werks zunächst die Einführung der 
zufälligen Ereignisse und Variablen, wobei das 
Axiomensystem von KOLMOGoROFF zugrunde gelegt 
wird. Dann werden die Momente, die Regressions- 
theorie, die charakteristischen Funktionen und einige 
spezielle Wahrscheinlichkeitsverteilungen behandelt. 
Die wichtigsten Grenzwertsätze und zwei Kapitel über 
MaArkorrsche Ketten und stochastische Prozesse be- 
enden den ersten Teil. Die ersten Kapitel des zweiten 
Teils (Mathematische Statistik) sind den Verteilungen 
von Stichprobenparametern einschließlich ihrer Grenz- 
verteilungen (Sätze von KOLMOGOROFF, SMIRNOW und 
Ränyı) gewidmet. Darauf wird die Testtheorie auf- 
gebaut, die von den einfachsten Signifikanztests und 


der Varianzanalyse über die Hypothesentesttheorie. 
von NEYMAN-PEARSON bis zur Sequentialanalyse von 
A. Warp führt. Im Anhang sind die Tafeln der wich- 


tigsten Verteilungen aufgenommen. 
München D. BIERLEIN 


P.K Raschewski, Riemannsche Geometrie 
und Tensoranalysis (Hochschulbücher für Mathe- 


matik, Bd. 42). 606 S. m. 32 Abb. Berlin 1959. VEB_ 


Deutscher Verlag der Wissenschaften. Preis geb. 
DM 42,—. 

Es ist die Übersetzung eines Buches des Verfassers, 
das 1953 in russischer Sprache erschien. Wie der 
Verf. selbst betont, soll das Lehrbuch als eine Mono- 
graphie für Spezialisten angesehen werden. Nichts- 
destoweniger ist das Buch sehr klar geschrieben und 
folglich auch den Studenten zugänglich. Der Ver- 
fasser hat in meisterhafter Weise die Vereinbarung 
der extremalen Strenge, was die Definitionen, Formu- 
lierung der Sätze und Durchführung der Beweise 
betrifft, mit einer Fülle des intuitionistischen Stoffes 
erzielt. Von diesem Standpunkt aus besitzt das 
Lehrbuch von RAascHewsk1 keine analoge Position in 
der Weltliteratur dieses Gebietes. 


Auch die moderne Theorie der geometrischen Ob- 
jekte wurde vom Verf. in genügendem Grade berück- 
sichtigt. Von besonders hohem Wert ist die Tat- 
sache, daß der Verfasser tief und gründlich in die 
Anwendungen der Tensorrechn eingedrungen ist, 
indem er eingehend die mathematischen Grundlagen 
der speziellen und der allgemeinen Relativitäts- 
theorie sowie der Spinortheorie behandelt hat. 

Um das Studium des umfangreichen Werkes zu 
erleichtern, wurden einige Paragraphen mit Stern- 
chen versehen, welche bei der ersten Lektüre außer- 
achtgelassen werden können. 


Die einzige Schattenseite des Werkes (die teilweise 
durch die Herausgeber der deutschen Übersetzung 
beseitigt wurde) ist, daß der Verfasser fast keine 
Originalarbeiten zitiert. 


Kraköw (Polen) S. GOLAB 


P. K. Raschewski, Elementare Einführung in 
die Tensorrechnung. 79 S. m. 6 Abb. Berlin 1959. 
VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften. Preis 
brosch. DM 6,—. 

Von dem Buch „Rıemanssche Geometrie und 
Tensoranalysis‘“ wurde der erste Abschnitt ‚‚Tensoren 
im dreidimensionalen euklidischen Raum“ ausge- 
sondert und unter dem Titel „Elementare Einfüh- 
rung in die Tensorrechnung‘‘ herausgegeben. Wie 
der Titel selbst zeigt, wird hier der Tensorbegriff 
auf den Fall der dreidimensionalen euklidischen 
Geometrie und auf die rechtwinkligen kartesischen 
Koordinatensysteme beschränkt. In diesem Fall 
reduziert sich die Differentiation der Vektor- und 
Tensorfelder auf die gewöhnliche Differentiation. Es 
werden die wichtigsten Anwendungen des elemen- 
taren Tensorbegriffes angegeben wie der Spannungs- 
und Verzerrungstensor und die Grundgleichungen 
der Elastizitätstheorie, weiter der Fluß eines Vektors 
bzw. Tensorfeldes durch eine Fläche sowie die Grund- 
gleichungen der Hydrodynamik. 


Kraköw (Polen) S. GOLAB 


J. Mikusinski, Operatorenrechnung (Mathe- 
matik für Naturwissenschaft und Technik, Bd. {hy 
XII + 360 S. m. 177 Abb. Berlin 1957. VEB Deut- 
scher Verlag der Wissenschaften. Preis geb. DM 37,20. 


Mit der deutschen Übersetzung der zweiten Auflage 
der „Öperatorenrechnung‘‘ von JAN MIKUSINSKI aus 
dem Polnischen wurden die vor etwa zehn Jahren be- 
gonnenen verdienstvollen Arbeiten des Autors auf 
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diesem Gebiet einem breiten Leserkreis erschlossen. 
Es handelt sich dabei um eine direkte algebraische 


' Begründung der Operatorenrechnung: Ausgehend von 
' dem Faltungsprodukt zweier Funktionen werden die 


Operatoren mit Hilfe der zur Faltung inversen Opera- 


‚tion als Brüche eingeführt. Die Grundlagen sind 


somit sehr einfach, im Gegensatz zum HE4AvIsıDE- 
Kalkül völlig exakt und erfordern kein Hilfsmittel 
wie die LAPLACH-Transformation. 


Rein formal kann man von einer mit Hilfe der 
LArLAoe-Transformation aufgestellten Formel 
&{F(t)} = f(s) unmittelbar zur Schreibweise von 
MIKUSINSKI übergehen, man braucht lediglich den 
Buchstaben 2 wegzulassen und s nicht als komplexe 
Veränderliche im Bildbereich, sondern als Operator 
aufzufassen. Die neue Operatorenrechnung liefert 
aber mehr als lediglich eine andersartige Begründung 
und Deutung. Da keine Einschränkungen für große t 
erforderlich sind, werden viel mehr Funktionen erfaßt 
als bei der LAPLACE-Transformation, so daß jetzt auch 
gewisse Eindeutigkeitsfragen entschieden werden 
können. Außerdem erhält man eine einfache mathe- 
matische Grundlage für die DirAcosche Delta-Funktion 
und verwandte ‚Funktionen‘, ohne die Theorie der 
Distributionen heranziehen zu müssen. 


Zur Lösung partieller Differentialgleichungen ent- 
wickelt der Verfasser eine neue Analysis für Operator- 
funktionen, was, vom Standpunkt der Reinheit der 
Methode aus gesehen, zweifellos recht interessant ist. 


. Da aber die Theorie der LAPLAcH-Transformation 


über gut ausgebaute funktionentheoretische Methoden 
verfügt, die hier nicht herangezogen werden, wird man 
in Zukunft sicher von beiden Auffassungen der Opera- 
torenrechnung die Vorteile übernehmen und sie zu 
einer einheitlichen Methode vereinen. 


Neben den theoretischen Entwicklungen sind meh- 
rere Kapitel den Anwendungen gewidmet (Theorie 
der elektrischen Netze, Theorie des Balkens, Schwin- 
gungen einer Saite, Wärmeleitungs- und Telegraphen- 
gleichung), so daß das Buch nicht nur den Mathe- 
matikern, sondern auch den Physikern und Ingenieu- 
ren viel zu bieten hat. Studierende finden in ihm zahl- 
reiche Übungsaufgaben (mit Lösungen). Somit wird 
das Buch eine weite Verbreitung finden. 


Halle (Saale) L. BERG 


H. Sprenger, Experimentelle Untersuchun- 
gen an geraden und gekrümmten Diffusoren 
(Mitteilungen aus dem Institut für Aerodynamik an 
der Eidgenössischen Technischen Hochschule in Zü- 
rich, herausg. v. Prof. Dr. J. Ackeret, Nr. 27). 848. 
m. 37 Abb. Zürich 1959. Verl. Leemann. Preis 
brosch. 17,— SFr. 


Diffusoren, d.h. Strömungskanäle mit stromab- 
wärts zunehmenden Querschnitten, spielen in der 
Praxis des Strömungsmaschinenbaus zur Umsetzung 
von kinetischer in potentielle Energie eine bedeutende 
Rolle. Für die meisten Fälle der reibungsbehafteten 
verzögerten Strömung — insbesondere in gekrümmten 
Kanälen — fehlen noch theoretische Behandlungs- 
methoden. In der vorliegenden Arbeit werden daher 
an Hand einer systematischen Vermessung gerader 
und schwach gekrümmter Diffusoren mit kreisför- 
migen Eintrittsquerschnitt und ebensolchen sowie 
elliptischen Austrittsquerschnitten wesentliche phy- 
sikalische Gesetzmäßigkeiten mitgeteilt. 


Dem Autor liegt eine sorgfältige Klarstellung der 
Versuchsbedingungen und eine vom Standpunkt der 
Theorie einwandfreie Auswertung der Versuchs- 
ergebnisse am Herzen. Besonderer Wert wird auf die 
Kennzeichnung der Geschwindigkeitsverteilungen und 
der Grenzschichtparameter durch dem Massenstrom, 


Impulsstrom und Energiestrom zugeordnete Strö- 
mungskoeffizienten und auf die zweckmäßige Defi- 
nition des Diffusorwirkungsgrades gelegt. 


Die Versuchsergebnisse sind in einer sowohl für 
den technischen Gebrauch als auch für die theoretische 
Verarbeitung geeigneten Weise dargestellt und geben 
einen wertvollen Einblick in den Mechanismus der 
verzögerten Strömung. Sie erhellen vor allen Dingen 
den engen Zusammenhang zwischen Druckumsetzung 
und Eintrittsgrenzschichtdicke; hohe Wirkungsgrade 
sind nur bei kleiner Grenzschichtdicke am Diffusor- 
eintritt zu erzielen. Krümmung des Diffusors ver- 
schlechtert im allgemeinen den Wirkungsgrad. Nicht 
gekrümmte und stark abgeplattete Diffusoren sind 
aber zu vermeiden. Hier wirkt die mit der Krüm- 
mung verbundene Sekundärströmung ablösungs- 
mindernd. — Auf Grund dieser und weiterer Erkennt- 
nisse werden vom Verfasser abschließend einige Vor- 
schläge zur Steigerung der Druckumsetzung in Dif- 
fusoren behandelt, die für den gestaltenden Ingenieur 


. von Interesse sind. 


Dresden G. CORDES 


Loo-Keng Hua, Additive Primzahltheorie. 
VI-+ 1748. Leipzig 1959. B.G. Teubner Verlags- 
gesellschaft. Preis geb. 20,50 DM. 


Die vorliegende deutsche Fassung, die aus der 
russischen Ausgabe des Werkes hervorgegangen ist, 
wurde durch Zusammenarbeit mit dem Verfasser auf 
den neuesten Stand gebracht. Es handelt sich um eine 
Darstellung der analytischen Untersuchungen über 
auf Primzahlen bezügliche Probleme. Im Mittelpunkt 
stehen die Ergebnisse von VINOGRADOW, die durch des 
Verfassers eigene Forschungen ergänzt werden. 


Die Darstellung ist knapp gehalten, und der Stoff 
ist außerordentlich straff gegliedert. Die Zielsetzung 
eines jeden Kapitels ist klar umrissen. Im allgemeinen 
handelt es sich jeweils um den Beweis eines bestimm- 
ten Hauptsatzes, der durch die Ableitung der erforder- 
lichen Hilfssätze vorbereitet wird. Dadurch werden 
Lektüre und Verständnis sehr erleichtert. Trotzdem 
bleibt in dieser Hinsicht ein Wunsch offen: Eine ein- 
führende generelle Orientierung über die behandelte 
Problematik im ganzen würde die Darstellung ver- 
lebendigen und manche inneren Zusämmenhänge 
schärfer hervortreten lassen. 


Dem verallgemeinerten GOLDBACH-WARINGschen 
Problem ist (in zwei Kapiteln) eine eingehende Unter- 
suchung gewidmet. In zwei weiteren Kapiteln werden 
Systeme diophantischer Gleichungen mit Primzahlen 
als Unbekannten behandelt. Das Werk schließt mit 
der Nennung mehrerer weitergehender Vermutungen, 
durch deren Lösung die heutige additive Primzahl- 
theorie eine Umgestaltung erfahren würde. 


Potsdam M. DRAEGER 


G. Matz und P. Gayer, Berechnung von guß- 
eisernen emaillierten Druckbehältern, Mes- 
sungen an einem 6cbm-Rührwerksbehälter. XVI 
+ 2238. m. 97 Abb. Berlin/Göttingen/Heidelberg 
1959. Springer-Verlag. Preis 37,50 DM. 


Das vorliegende Buch enthält experimentelle und 
theoretische Untersuchungen des Spannungszustandes 
eines gußeisernen, emaillierten Behälters, -wie er in 
chemischen Werken zur Anwendung kommt, und 
entstand auf Grund des Bedürfnisses, das Verhalten 
der Einailschicht bei innerem Überdruck kennen- 
zulernen. Es ist ausschließlich für Ingenieure gedacht, 
die speziell mit Entwurf und Konstruktion derartiger 
Kessel zu tunhaben. Für den Leserkreis der vorliegen- 
den Zeitschrift ist das Buch kaum von Interesse. 


Freiberg/Sa. D. RÜDIGER 


Die besprochenen und angezeigten Bücher sind durch den Buchhandel zu beziehen. 
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Bei der Schriftleitung sind folgende Bücher eingegangen (ausführliche Besprechung bleibt vorbehalten). Pr 


L. Heffter, Begründung der Funktionentheo- 
rie auf alten und neuen Wegen. Zweite wesent- 
lich verbesserte Auflage. VIII + 64 S. m. 13 Abb. 
Berlin/Göttingen/Heidelberg 1960. Springer-Verlag. 
Preis brosch. 19,80 DM. 


L. Collatz, The Numerical Treatment of Dif- 
ferential Equations. XV + 5688. m. 118 Abb. 
Berlin/Göttingen/Heidelberg 1959. Springer-Verlag. 
Preis geb. 93,60 DM. 


A. Pflüger, Elementare Schalenstatik. 3. Auf- 
lage. VIII -+1128. m. 56 Abb. Berlin/Göttingen/ 
Heidelberg 1960. Springer-Verlag. Preis geb. 
19,50 DM. 


1. I. Priwalow, Einführung in die Funktionen- 
theorie, Teil III. V + 1888. m. 57 Abb. Leipzig 
1959. B.G. Teubner Verlagsgesellschaft. Preis geb. 
12,90 DM. 


W. Lietzmann, Aus meinen Lebenserinnerun- 
gen. 1148. Göttingen 1959. Vandenhoeck & Rup- 
recht. Preis brosch. 6,80 DM. 


E. Muschelknautz, Theoretische und experi- 
mentelle Untersuchungen über die Druckver- 
luste pneumatischer Förderleitungen unter 
besonderer Berücksichtigung des Einflusses 


ar 


Ar a 
von Gutreibung und Gubgewicil 
ern join 476.) 328. m. 31 Abb. u. 4 Te 
seldorf 1959. VDI-Verlag. Preis brosch. 27 


R. Coester, Theoretische und ex erimen 
Untersuchungen an Querstromgebläsen. 
teilungen aus dem Institut für Aerodynamik an 
Eigen. Techn. Hochschule Zürich, Nr. 28.) 57 
76 Abb. Zürich 1959. Verlag Leemann. sch. 
SFr. 14.—. I - 
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W. Matz, Wärme- und Stoffaustausch in Ar- 
beitsdiagrammen auf projektiver Grundlage. 
VIII -+ 142 S. m. 44 Aufg. u. 56 Abb. Berlin/Göttin- is 
nein „1960. Springer-Verlag. Preis geb. 
24,— DM. 2 


I. N. Sneddon and R. Hill, Progress in Solid Me- 
chanics, Vol.I. XII + 4488. m. 63 Abb. Amster- 
dam 1960. North-Holland Publishing Company. 
Preis geb. hfl. 50.—. 


Orbit Theory. (Proceedings of Symposia in 
Applied Mathematics, Vol. IX.) 1958. m. 58 Abb. 
Providence 1959. American Mathematical Society. 
Preis geb. $ 7.20. a 


J.E. Ruzicka, Structural Damping. IV 
165 S. m. 75 Abb. Oxford 1960. Pergamon Press Ltd. 
Preis brosch. 30 s. net. 


NACHRICHTEN 


Seinen 75. Geburtstag feiert am 14. August 1960 Prof. Dr.-Ing. Dr.-Ing. e. h. ConsTAnTINn 
WEBER, Hannover, Hindenburgstraße 39. Er ist in dieser Zeitschrift nicht nur immer wieder 
als Verfasser bedeutender wissenschaftlicher Arbeiten hervorgetreten, sondern er gehört seit 
vielen Jahren und auch heute noch zu den tätigsten Mitarbeitern des Herausgebers. Es wird 
daher für den Leserkreis, zu dem auch viele Schüler des Jubilars gehören, eine Freude sein, 
zu erfahren, daß sich der 75-Jährige einer guten Gesundheit erfreut und noch überaus rege 
wissenschaftlich tätig ist. Der Herausgeber und seine Mitarbeiter beglückwünschen ihn zu 
seinem Ehrentage und hoffen, daß er sich noch vieler Jahre guter Gesundheit und froher 


Schaffenskraft erfreuen möge. 


Der Vorsitzende der Gesellschaft für Angewandte 
Mathematik und Mechanik (GAMM), Prof. Dr. 
R. Savzr (TH München), hielt vom 15. 3.—14. 4. 1960 
Gastvorlesungen in Washington, Philadelphia, New 
York, Pasadena, Berkeley, Stanford, Minneapolis, 
Chicago und Ann Arbor. H. 


The Xth International Congress of the Hi- 
story of Science will be held in the United States of 
America, 26 August—2 September, 1962. Opening 
sessions of the Congress will be held at Cornell Uni- 
versity, Ithaca, New York, and the concluding sessions 
will be held at the American Philosophical Society, 
Philadelphia, Pennsylvania. The President of the 
Congress is Professor HENRY GUERLAO of Cornell Uni- 
versity. The Secretary of the Congress is Professor 
C. Dorıs HELLMman. 

All inquiries should be addressed to The Secreta- 
ry, Xth International Congress of the History 
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of Science, Cornell University, Ithaca, New 
York (U.8.A.). Those wishing to receive bulletins 
concerning the congress are requested to communi- 
cate with the Secretary. 


Die Internationale Vereinigung für Kybernetik wird 
vom 11. bis 15. September 1961 den 3. Internatio- 
nalen Kongreß für Kybernetik organisieren. Er 
wird in Namur stattfinden. Die Arbeiten werden sich 
um die 5 folgenden Themata gruppieren: Grundzüge 
und Methoden der Kybernetik — Semantische Ma- 
schinen — Die Automation: technische ‚Aspekte — 
Die Automation: wirtschaftliche und soziale Aspekte 
— Die Kybernetik und das Leben. 


Alle Personen, die an diesem Kongreß teilzunehmen 
wünschen, werden gebeten, dies dem Sekretariat der 
Vereinigung (13, Rue Basse-Marcelle, Namur/Belgien) 
mitzuteilen. H. 


Bad Langensalza (V/12/6) (1). Printed in Germany. 
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In deutscher Sprache herausgegeben 


von Prof. Dr. Herbert Bilharz und Dr. Peter Sagirow 
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Der Autor vermittelt hier dem Leser in breiter und allgemein verständlicher Darstellung 
das mathematische Rüstzeug für die Behandlung von Probier der Regelungstechnik. 
Unter besonderer Berücksichtigung der für den Praktiker wichtigen Näherungsmetho- 
den wendet er sich vorwiegend den nichtlinearen F ragen zu, die in diesem Lehrbuch 
wohl erstmalig in solcher Ausführlichkeit behandelt werden. Der vorliegenden deut- 
schen Ausgabe ist vom Verfasser ein Anhang beigegeben worden, der statistische 
Methoden und Ergänzungen zum nichtlinearen Teil enthält. Der Stoff ist durch über 
300 Abbildungen und Schemata illustriert und an zahlreichen Beispielen erläutert. 

‚So bildet das Buch eine leicht verständliche Einführung und macht den Fachmann mit 


bisher wenig bekannten (insbesondere nichtlinearen) Verfahren vertraut. 
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Die Zeitschrift a erste Mal Gelegenheit, b jometrisch- 
sprachigen Fachzeitschrift zu veröffentlichen. In ihr une 
Naturwissenschaftler. Diese Arbeiten geben Anleitung zu z & 
suchungen und unterrichten über Verfahren, die im In- and Aula neue 
Arbeiten der Naturwissenschaftler sind — selbst wenn sie biometrische wertur 
Fachprobleme behandeln —auch für Vertreter anderer biologischer. ee 1 
es zeigt sich, daß biometrische Methoden eines biologischen rei äg = 
unter etwas variiert, auf andere angewendet werden können... Se 3 a. 
Die Mathematiker erkennen aus ihnen die Bedtzipiein der Naturwissenschaftler < =. ar 


sie zu neuen Methoden DBEREEN S 


widmen, oder gar nur für ee Statistiker. Es wird Wert darauf gelegt, daß di 
biometrischen Methoden an Beispielen illustriert werden. 


In einem ausführlichen Referatenteil informiert die Zeitschrift über RR. Net 
und Aufsätze des In- und Auslandes. 
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